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Abstract: Catastrophe modelling is a risk management tool that uses computer
technology to help insurers, reinsurers and risk managers better assess the potential
losses caused by natural and man-made catastrophes. The models use historical
disaster information to simulate the characteristics of potential catastrophes and to
determine the potential losses cost. The aim of this paper is to describe parametric
curve-fitting methods for modelling extreme historical losses. Article summarizes
relevant theoretical results above Extreme value theory (EVT) and Excess over
Threshold Method (EOT) and provide example of their application to Danish data on
large fire insurance losses. Application of these methods is not possible without
appropriate software packages. Article refers to these options too.
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Uvod
Pro katastrofické (extrémni, zdvazné, mimotadné) udélosti jsou typické tii zakladni
rysy: ziidkavost a ndhodnost vyskytu a zavazné disledky.

Katastrofické udalosti postihuji rizné oblasti svéta se stale rostouci frekvenci
a intenzitou. Mnoh¢é regiony jsou ohrozovany katastrofickymi riziky velkého rozsahu,
kde se rozsdhlé niCivé udalosti Casto opakuji, n¢kdy i vicekrat za rok. Velké
katastrofické uddlosti mGzou byt zplsobené pifirodnimi jevy nebo jsou zapiicinéné
Clovékem. Je tfeba si uvédomit, ze 1 mnohé udalosti pfirodniho charakteru jsou do
zna¢né miry ovlivnény ¢innosti ¢loveéka. Jde hlavné o klimatické zmény, ale naptiklad
1 o vliv téZebniho primyslu. Zavazné udalosti v poslednich letech jsou casto
dasledkem teroristickych Cind.

Vyskyt katastrofickych udalosti je ¢im dal Cetnéj$i a dale také rostou pojistné
plnéni pojistoven a zajiStoven pii téchto udalostech (obr. 1). Statistiky informuji, Ze
katastrofické udalosti tvoii az 80 % celkového pojistného plnéni, ale jenom 20 %
celkového poctu pojisténych skod [2].

Z téchto skuteCnosti plyne nutnost takové udalosti co nejvérohodnéji modelovat
atim zvolit nejvhodngjSi moznosti kryti pfejimanych rizik a sprdvné nastaveni
pojistného, respektive zajistného.

Vyvoj finanénich disledkl katastrof mé zasadni dopad na celosvétovy pojistny trh
a nuti pojistovny a zajiStovny hledat nové cesty a zptisoby kryti téchto rizik. Vznika
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obava, ze kapacity svétovych pojistnych a zajistnych trhii nebudou v budoucnu
postacujici pro kryti téchto rizik a hledaji se alternativni moznosti jejich transferu.

Obr. I: Pojisténé katastrofické Skody v letech 1970-2010
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1 Modelovani extrémnich hodnot

V zavislosti na konkrétnich okolnostech se na modelovani katastrofickych
(extrémnich) Skod pouzivaji rizné metody modelovani extrémnich hodnot. Tyto
metody se vyuzivaji také v jinych oblastech vyzkumu ¢i praxe, napt. v hydrologii,
klimatologii, meteorologii, strojirenstvi ¢i finan¢nictvi.

Klasicka teorie extrémnich hodnot (EVT, Extreme Value Theory) fesi problém
pravdépodobnostniho rozdéleni maxima ndhodnych veli¢in. Nejdilezité¢jSim
vysledkem této teorie je Fisher-Tippettova véta z roku 1928 [4], kterd specifikuje typ
limitniho rozdé€leni pro maxima nahodnych veliCin. Tato véta je svym vyznamem
srovnatelnd s vyznamem centralni limitni véty v teorii pravdépodobnosti.

At ndhodné veli€iny X, X5, ... X, vyjadiuji pojistné Skody béhem urcitého ¢asového
obdobi. Pouzivaji se dv¢ zédkladni metody, pomoci kterych identifikujeme extrémni
hodnoty: metoda blokového maxima a metoda excedentli pies vysoky prah. V kazdé
z téchto metod se zkoumaji mozné limitni rozdéleni pro prislusné ndhodné veli¢iny.
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1.1 Metoda blokového maxima

Metoda blokového maxima povazuje za extrémni hodnoty maxima, kterd
pozorujeme v nékolika za sebou nasledujicich obdobich (blocich) stejné délky. Délka
n jednoho bloku by méla byt takova, aby bylo mozné zanedbat sezoénni vlivy. Obvykle
predstavuje délky ptirozenych Casovych obdobi, jako jsou mésice, tydny nebo roky.

Ziejmym nedostatkem této metody je to, Ze pouziva jen jednu hodnotu z kazdého
bloku, avS§ak v jednom bloku miiZze byt vice hodnot, které lze povazovat za extrémni.

Obr. 2: Ukazka stanoveni blokovych maxim
X, 4
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Zdroj: [9]

Rozd¢leni tzv. blokovych maxim je dané Fisher-Tippetovou vétou, kterd tika, Ze
pokud existuje nedegenerované limitni rozdéleni vhodné normalizovanych maxim
stejn¢ rozdélenych nahodnych veli¢in (pro pocet nahodnych veli€in n—o0), pochazi
z jednoho ze tii ,,zobecnénych rozdéleni extrémnich hodnot* (Fréchetova, Gumbelova
¢i Weibullova rozd¢leni) [10]:

Tfi druhy rozdéleni tzv. blokovych maxim definuje Fisher-Tippetova véta
[4, s. 121], kterd tikd, Ze pokud existuje nedegenerované limitni rozdéleni vhodné
normalizovanych maxim stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in (pro pocet nahodnych
veli¢in n—o0), piislusi k jednomu ze tii zobecnénych rozdéleni extrémnich hodnot:

Fréchet
(o prox =0
Po(x) = {exp{—x_“} prox = 0

Gumbel
A (x) = exp{—e™} proxeR

Weibull
1 prox =0
¥olx) = {exp{—(—x]_“‘} prox <0

Zobecnéné Gumbelovo, Frechetovo a Weibullovo rozd€leni mize byt
zkombinovano do tvaru spole¢né distribu¢ni funkce (d. f.):
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6 () = {exp {—[1 + Ex)_g} proé =0
exp{e™} pro& =0
(1)

ktera se nazyva zobecnéna d. f. extrémnich hodnot (GEV). Pro riizny parametr &, ktery
se nazyvd indexem extrémnich hodnot, dostaneme jedno ze tfech rozdé¢leni
podle Fisher-Tippetovy véty:

e Frechetovo rozdéleni pro {=a-1, x> -§ -1
e Weibullovo rozdéleni pro & = a-1, x<-&-1
e Gumbelovo rozdéleni pro § =0, x

Pro praktické aplikace je vyhodnéjsi pouzit flexibiln€j$i rozdé€leni extrémnich
hodnot, vyjadiené pomoci trojice parametri:

66— exp ;_ 1+ 5(%)]_%]

g(x) = exp :_ 1+ (i n)]—%l | 3[1 e ;p)](_gj_l

a

kde{x:1+¢&(x—pn)/o >0}, —o< u<wa —w< <o,

Metoda blokového maxima je klasickym piikladem piistupu EVT, kterd se snazi
obvykle najit nejvhodnéjsi parametry jednoho ze tii vySe zminénych rozdéleni podle
Fisher-Tippetovy véty.

1.2 Metoda excedentii pies vysoky prah

Metoda excedentii pies vysoky prah (POT, Peaks Over Threshold) povazuje za
extrémni vS§echny hodnoty vys$si nez je zvoleny préh u. Princip této metody znazoriuje
obrazek 3, kde X, X,, X;, X, a X}, jsou extrémy piekracujici zvoleny prah u.

Obr. 3: Ukdazka stanoveni excedentii pies prah u
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Zdroj: [9]
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Necht ndhodna veli€ina X ma distribu¢ni funkci F(x) s pravym koncovym bodem
xp = sup{x € R; F(x) < o}, potom rozd€leni excedenti pies vysoky prah lze
vyjadrtit podminénou distribu¢ni funkei [10]:

Flx +u) — F(u)

Ex)=PX-u<x/X>u)= e

pro 0 = u < xg

Podminéna stfedni hodnota jako funkce zvoleného prahu e(u), se nazyva funkce
pramérnych excedentl piekracujici prah u a je definovana [10]:

e(u) =E[X—qu}u)=%f F(x)dx

Vyjadiuje sttedni hodnotu excedentii ndhodné veli¢iny X pfes ménici se prah u.

Tak jako GEV je limitnim rozdélenim pro blokova maxima nezavislych nahodnych
veli€in, tak pro excedenty piesahujici ur€ity prah u je limitnim rozdélenim zobecnéné
Paretovo rozdéleni (GPD) [10]:

1—e™™ pro £ =10

G:() ={1— (1+ &) Y% proc=0

)

Toto rozd¢€leni je mozné dale parametrizovat na tvar [9]:

1—e */F pra £ =10
G1p(0) = k

1—(1+f%) pro§#+0

Parametr f = f(u) zavisi na vysSce zvoleného prahu u a charakterizuje
rozptylenost. Je tedy velmi dilezZitd spravna volba prahu, ktery by mél byt podle [10]
mezi 90. az 95. percentilem a to ztoho divodu, ze uz bézna rozdéleni vyse Skod
Spatné aproximuji pravé konce (chvosty) empirickych dat.

2 Aplikace metod modelovani extrémnich hodnot

Zde se zaméfime na modelovani extrémnich Skod pomoci metody blokoveého
maxima a metody excedentl pfes vysoky prah v programech STATISTICA,
STATGRAPHIC Centurion a MS EXCEL. N¢které vypolty jsou provedeny ve
statistickém programu R, ktery je voln¢ dostupny na http://www.r-project.org/, spolu
s modulem Extremes Toolkit (volné dostupny na

http://www.isse.ucar.edu/extremevalues/evtk.html), ktery nabizi GEV 1 GPD modely
ve tvaru, vyjadieném pomoci vztahi (1) a (2).

Pro ukézku modelovani budou pouzity data o vySkach Skod ptesahujici jeden
milion danskych korun (DKK), které zptisobily pozary v Dansku v letech 1980-1990.
Analyzovany soubor dat (obr. 4) obsahuje 2167 zdznam, které informuji o vysi
vzniklych Skod poziarem v jednotlivych dnech, ale pouze pokud celkovd Skoda
v jednom dni piesdhla jeden milion DKK. Vyskou Skody se rozumi celkova Skoda
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zpuisobena pozarem na budovach, zatizeni budov i ptipadny usly zisk. Data jsou
prevzata z [5].

Obr. 4: Casovd Fada vyse modelovanych §kod
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Zdroj: Viastni zpracovani v programu STATISTIKA

2.1 Metoda blokového maxima

Pti aplikaci této metody je nejprve potieba zvolit vhodnou délku jednoho bloku,
pro jednotlivé bloky urcit maxima a vytvofit nové datové soubory pro dalsi analyzu.
Datové soubory byly vytvoteny v MS EXCEL a byly zvoleny délky blokii n =5,
n=10,n=15an = 20. Jejich zdkladni charakteristiky jsou uvedeny v tabulce 1.

Tab. 1: Zadkladni statistiky datovych souborii pro riiznd n

Summary Statistics Summary Statistics Summary Statistics Summary Statistics
for n=5 for n=10 for n=15 for n=20

Count 434 Count 217 Count 145 Count 109
Average [8,91665 Average |13,6107 Average |17,7479 Average |21,1851
Median |4,65707 Median |7,32064 Median |10,8205 Median |13.5
Standard 1, ; (o9 Standard |, 5 5 Standard |,g 335, | | [Standard 5, o5,
deviation deviation deviation deviation

Coeff. of |98 49494 | |COIL: O 1176 g0gos| | |COCIT: OF 1159 65905 | |COCIT: OF 1150 5040,
variation variation variation variation
Minimum |1,25655 Minimum |1,5 Minimum |1,85 Minimum |3,24675
Maximum|263,25 Maximum|263,25 Maximum|263,25 Maximum|263,25
Range 261,994 Range 261,75 Range 261,4 Range 260,004

Zdroj: Vystup z programu STATISTIKA

Maximalng vérohodné odhady parametrii pro analyzované datové soubory s riiznou
délkou bloku 7 jsou uvedeny v tabulce 2. Dobrou shodu lze pozorovat na Q-Q plotu
(Quantile plot) na obrazku 5.

Podle Q-Q plot na obr. 5 sniz8i hodnotou » GEV poskytuje horsi aproximaci
empirickych hodnot, protoze se do analyzovaného souboru dostavaji 1 udaje
nekatastrofické a s rostoucim # roste standartni chyba odhadu parametrt. Z toho plyne
nutnost najit rovnovahu mezi skreslenym odhadem a velikosti jejiho rozptylu. Podle
téchto pozadavkil bude nejvhodnégjsi zvolit pro ptipadnou dalsi analyzu, nebo dalsi
vyuziti, napf. pro neproporcionalni zajisténi, délku bloku » = 10 nebo n = 15.
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Tab. 2: Parametry GEV rozdéleni pro riznd n

n=5 n=10 n=15 n=20
MLE SE MLE SE MLE SE MLE SE
i 13.667090.13254 | | | i [5.79621]0.30333 i | 8.00705|0.50890 | | | i |9.58741|0.75697

0:(2.38980|0.14625 | | | :|3.95072|0.32429 | | | 0: | 5.39360 | 0.52885 | | | ¢ | 6.52925(0.77824
¢ 10.71336 [ 0.05626 ¢10.64922|0.07033 ¢10.60786 |0.08507 ¢:10.63186|0.12485

Zdroj: Vystup z R modulu Extremes Toolkit

Obr. 5: Q-Q plot GEV rozdéleni pro n=5 vlevo nahoie, n=10 vpravo nahove, n=15
vlevo dole a n=20 vpravo dole
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Zdroj: Vystup z R modulu Extremes Toolkit

2.2 Metoda excedentii pies vysoky prah

Pti aplikaci této metody zvolime hodnotu prahu u a vytvofime novy datovy
soubor, kde vSechny hodnoty budou piekracovat u. Tento datovy soubor vyuZzijeme
pro urceni vhodného pravdépodobnostniho modelu, pficemZ se misto GPD budeme
muset spokojit se dvouparametrickym Pareto rozd€lenim [6], protoZze programové
syst¢tmy STATGRAPHIC Centurion ani STATISTICA rozdéleni GPD neobsahuji.

Pro dalsi zpracovani v praktické ¢asti byly zvoleny velikosti prahti u= 5, u =10,
u=15 au=20. Maximaln¢ vérohodné¢ odhady parametri dvouparametrického
Paretova rozdéleni pro riizné datové soubory s rtiznym prahem u jsou v tabulce 3. Zde
jsou uvedeny také p - hodnoty Kolmogorovova-Smirnovova testu dobré shody pro
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ruzné velikosti u. P-hodnota je nejvyssi pro u= 15, ¢emuz odpovida 60 excedentu.
Proto za nejvhodnéjsi povazujeme prah u = 15. Dobrou shodu potvrzuje také O-Q graf
a graf shody empirické a teoretické distribu¢ni funkce pro u = 15 na obrazku 6.

Obr. 6: Grafické ovéreni dobré shody s Pareto rozdélenim pro prah u =15
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Modelovani skod vysSich jako zvoleny prah u pomoci zobecnéného Paretova rozdéleni
(GPD) umoznuje statisticky program R v modulu Extremes Toolkit. To umoznuje
porovnat rozdily v modelovani extrémnich Skod dvouparametrickym Pareto
rozdélenim a zobecnénym Pareto rozdélenim (GPD), které je definovano vztahem 2.
Program R s modulem Extremes Toolkit umoziiuje analyzovat data pro rtizné irovné
prahu u a nevyzaduje rucni vytvofeni datovych souborli s pozadovanymi daty
piesahujicimi prah u.

Tab. 3: Parametry GPD rozdéleni pro rizné hodnoty prahia «

u=5 u=10 u=15 u=20

MLE SE MLE SE MLE SE MLE SE
B 13.80786|0.4636 | | | £ 6.97385|1.11324| | | 5 |8.71846|1.84173 | | | §]9.63143 |2.89499
£10.6315 |0.1116|||&(0.4971 |0.1363 £10.5428 10.1812 ¢ 10.683648|0.2747358
p |0,44425 p 1076717 » 0,96280 » 0,913898

Zdroj: Vystup R modulu Extremes Toolkit

Dobrou shodu empirickych Skod piesahujicich zvolené prahy u s rozdélenim GPD
muzeme posoudit také pomoci Q-Q grafli na obr. 6, Q-Q plot GPD rozdéleni pro u =5
je vlevo nahote, pro u = 10 vpravo nahote, pro u = 15 vlevo dole a pro u =20 vpravo
dole. Nejlepsi shoda empirickych kvantili a kvantili GPD rozdé€leni je patrnd aj
vizudlnim posouzenim pro hodnotu prahu u = 15.
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Obr. 6: Grafické ovéieni dobré shody s GPD rozdélenim pro rizné prahy
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Zdroj: vystup R modulu Extremes Toolkit
Zavér
Znalost pravdépodobnostnich modelt extrémnich (mimotadnych, katastrofickych)
Skod je pro pojistovny 1 zajiStovny mimoiadné dilezita, zvlasté pii kalkulaci cen
pojistného a zajistného a stanoveni optimélnich parametrii pii neproporcionalnim
zajisténi.

V ¢lanku jsme se pokusili o teoreticky popis metod, vyvinutych v aktuarskych
veédach pro tyto ucely v rozsahu, potiebném pro modelovani extrémnich §kod pomoci
vyvinutych programovych balikli. Prave tyto programové baliky, ¢i uz statistické, nebo
zaméiene specidlné pro potieby pojistné praxe, umozinuji masove vyuziti téchto metod.
Jejich aplikace jednak pro teoretickou naroc¢nost a jednak pro vypocetni pracnost by
bez informacnich technologii a vhodnych softwarovych produkti nebyla mozna.

Metody, teoreticky popsané a aplikované v €lanku, poskytuji uzite¢né informace
pro pojistovny a zajiStovny. VyZaduji vSak specificka data ve tvaru dlouhodobych
casovych fad vySe pojistnych Skod, které by kazda pojiStovna méla prabézné
kompletizovat. Bez jejich znalosti analyza a progndza katastrofickych rizik neni
mozna.

Tento piispévek byl zpracovan s podporou projektu SGFES01/2012 védecko-
vyzkumné aktivity v oblasti ,,Systémové inZzenyrstvi a informatika®.
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