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Anotace

Cilem je vypracovat uéebni oporu, ktera bude vyuZitelna pro studenty pii studiu obortt RP
a KMT. Bude obsahovat stru¢né uvedeni do problematiky Fourierovych fad, n¢kolik
ptikladd s podrobnym postupem feSeni a nakonec sbirku uloh, jejichz feSeni bude mozné
sledovat napf. jako interaktivni napovédu (napt. volitelnou v riznych urovnich). Soucasti
prace bude déle né¢kolik ilustra¢nich ukazek (animaci ¢i obrazki) jak vypadaji konkrétni
(konecné) rozvoje nékolika vybranych funkci.
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Fourierova fada, Komplexni Fourierova fada, Amplitudové spektrum, Fazové spektrum

Title

Fourier Series

Annotation

The aim of this thesis is work out learning support, which will be usable for students who
are following the next two courses: Controlling Proces and Communication Microprocess
Technology. This teaching support will contain a brief introduction to problems of Fourier
series, with some examples that show the solving method in detail and collection of the
tasks. You will be able to follow to accompanying solution as an e.g. interactive hint. A
part of the task will also contain out of some illustrated demonstrations (animations or
pictures) and how specific (final) developments of the several selection fuctions are and
what they look like.
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Uvod.

Tato bakalaiska prace vznikla z podnétu vypracovat uéebni oporu, ktera by byla
napomocna studentiim Fakulty elektrotechniky a informatiky oborti Rizeni procesti (RP) a
Komunikaéni a mikroprocesorové techniky (KMT) pfi studiu problematiky Fourierovych
fad. Fourierovy tady slouzi k zapisu libovolné periodické funkce pomoci goniometrickych
funkci sinus a kosinus. Fourierovou fadou Ize rozlozit 1 komplikovanéjsi funkce, které by
bylo jen velmi obtizné aproximovat. Vyhodou Fourierovych fad jsou méné€ narocné na
podminky pro konvergenci fady, nez je tomu napiiklad u Taylorovych fad. Teorie
Fourierovych fad je také nezbytnym matematickym aparatem pti studiu periodickych
signalt a jejich transformaci z ¢asové oblasti do frekvenéni oblasti. Pravé frekvencni
oblast, Castéji nazyvana jako spektralni oblast, ndm umoznuje zkoumat signaly v jejich
zobrazeni ve spektrech. Ve spektru jsou rozlozeny jednotlivé slozky dle kmitoctu a nabizi
nam tedy jiny pohled na signal nez je prezentace signalu v ¢asové oblasti.

Text prace je rozdélen do dvou hlavnich ¢asti. Prvni kapitola je vénovana Fourierovym
fadam riiznych tvari. At jde o zapis trigonometrického, komplexniho a amplitudového
tvaru. Druhd cast prace obsahuje feSenou sbirku S podrobnym postupem feseni tloh
doplnénych o ukazku konkrétnich rozvojl vybranych funkci.

Nasledujicim textu se piedpoklada, Ze Ctenar ma osvojené nékteré kapitoly z matematické
analyzy (napft. stejnosmérnd konvergence fad nebo jejich ¢astecnych soucti, ortogonalni
systém atd.).
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1 Fourierova rada

1.1 Periodické funkce

Funkce nabyvajici stejnych hodnot pro okamziky vzdalenych od sebe o Ty a jeho nasobky.
Veli¢ina Ty se nazyva perioda.

fx)= f(x + kT, ), ke Z

Ptevracend hodnota periody je opakovaci kmitocet.

_ 1
f—T—O[HZ]

v

0 Xy Ty, *1+ T 2T, *1 % 2T, x

1-1 Periodicky signal

Pro integraly periodickych funkci plati:

LX1f(x)dx = fkkTOerlf(x)dx

To

12



Rozdil, soucet, soucin a podil periodickych funkci s periodou Ty je opét periodicky signal.

Pted definici Fourierovy fady uved'me par zakladnich pojm, které s ni neodmyslitelné
souvisi. Tedy definujme trigonometricky polynom, jehoz ¢astecny soucet odpovida
periodické funkci s, (x) s periodou 27 a je dan vztahem:

a
?0+ a, cosX + by sinx + a, cos 2x + b, sin 2x + -+ + a, cosnx + b,, sinnx =

n
a
= 70 + Z(an cos nx + b, sinnx) = s,(x)

n=1

Protoze nekonecnd fada je limitnim pfipadem polynomu pro n — oo, pokud fada
konverguje stejnomérné na R, bude jeji soucet periodicka funkce s (x) s periodou 2m a
bude déna vztahem:

+00
a
70 + Z(an cos nx + b, sinnx) =

n=1
= +a, coSX + b; sinx + a, cos 2x + b, sin 2x + -+ = s(x)
Kde reélna ¢isla ag, a,, a b, se nazyvaji koeficienty trigonometrické fady.

Konverguje-li fada stejnomérné, jsou jeji koeficienty jednozna¢né uréeny vzorci:

T

1 T 1 T 1
ay = Ef s(x)dx,a, = Ef s(x).cosnx dx,b, = T—[f s(x).sinnx dx
- -7

-1

Muze-li tedy souctem nekonecné trigonometrické fady byt periodicka funkce, mizeme se
obracené pokusit rozlozit néjakou danou periodickou funkci na soucet nekone¢né
trigonometrické fady.

Necht’ mame periodickou funkce f, ktera je definovana na zakladnim intervalu periodicity
(-, ™), na kterém je po Castech spojita. Tedy neni spojita jen v kone¢né mnoha bodech
tohoto intervalu a body nespojitosti jsou pouze prvniho druhu. U nespojitosti prvniho
existuji jednostranné limity zleva a zprava.

Chceme-li vyjadrit periodickou funkci f jako trigonometrickou fadu, musime urcit, jak
souvisi koeficienty trigonometrické fady se zadanou funkci.

Piedpokladame-li, ze f(x) = %ao + Y. ,(a, cosnx + b, sinnx) v (-, m). Poté plati:

s s 1 *®
f f(x)dx = f {E ap + Z(an cosnx + b, sinnx) ¢ dx (1.1)
—TT —T n=1

13



Konverguje-li trigonometricka fada stejnomérné v R, mizeme ve vztahu (1.1) zaménit
poradi integral suma a mizeme urcit koeficienty aq, a,, by,.

Pro vypocet koeficientl vyuzijeme ortogonality trigonometrického systému funkci na

intervalu (-, ), ktery je dan: {1, cos x, sinx, ..., cos nx, sin nx} a pro ktery plati:
T T T

J. cosnx dxzf sinnx dx =0 , f sinnx.cosmx dx =0
—T1T -1 -1

O;n#m
T:nm=m

O;n+#m

Tl.'
L, f sinnx.sinmx dx ={
m;n=m .

T
f cosnx.cosmx dx = {
—TT

Kde m,n € N.

Pro koeficient a,: integrovanim fady ¢len po ¢lenu na intervalu (—m, ) a vyuzitim pfi
vypoctu integralu ortogonality trigonometrického systému funkei.

7tf(x)alx S 7Tl dx +
| roa=3]

-TT

had [ ™ aO [
+z(anf cos kx dx + bnj sinkxdx)=—J ldx =aym
k=1 -7 2 —TT

1 s
a, = Ej_ f(x)dx

Pro koeficient a,,: vynasobime-li FR cos nx, integrujeme ¢len po ¢lenu na intervalu
(—m, ) a vyuzitim pfi vypoctu integralu ortogonality trigonometrického systému
funkci.

f f(x).cosnxdx = —f cosnx dx +
- 2 ),

T

® T
+ Z(anf cos kx.cosnx dx + b”f sinkx.cosnx dx) =
k=1 -

-7

V3
= anf coskx.cosnx dx =a,mt ,(prok =n)
-1

1 T
a, = —J f(x).cosnx dx
n -1
Pro koeficient b,,: vynasobime-li FR sin nx, integrujeme ¢len po &lenu na intervalu

(—m, m) a vyuzitim pfi vypoétu integralu ortogonality trigonometrického systému
funkei.

14



T ao T
f f(x).sinnxdx = —f sinnx dx +
. 2 ).

(00}
v V1
+ Z(anf cos kx.sinnx dx + bnf sinnx.sinkx dx) =
k=1 -1 -1

v
bnf sinnx.sin kx dx = bym ,pron =k
-1

1 s
b, = —f f(x).sinnx dx
LV

Pfedchozimi vypocty jsme urcily, jak souvisi koeficienty a,, a,,, b, Se zadanou
periodickou funkci f, ktera je ur€ena trigonometrickou fadou a plati:

+ 00
a
flx) = 70 + ) (a, cosnx + b,, sin nx)

n=1
Potom trigonometrickou fadu nazyvame Fourierovou (trigonometrickou) fadou funkce f

na intervalu (- mr, r) a koeficienty a,, a,,, b,, se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Pokud periodicka funkce f a jeji derivace jsou po Castech spojité funkce na
zékladnim intervalu periodicity (- rr, ). Potom Fourierova fada funkce f konverguje v R,
konkrétn¢ k hodnoté f(x) v bodech X, ve kterych je dana funkce spojita. V bodech

nespojitosti x;. funkce f konverguje fada k hodnoté 2 [limxex,*c' £x) + limye o f(x)] , co¥
je aritmeticky pramér jednostrannych limit zleva a zprava.
Vrat'me se nyni jesté k trigonometricke fad¢:

+00

a
70 + z (a, cosnx + b,, sin nx)

n=1
Jsou-li vSechny koeficienty a,, = 0,pron =0, 1, 2, ..., fikdme, Ze fada je sinova.
Jsou-li vSechny koeficienty b, = 0, pron = 1, 2, .., tikdme, Ze fada je kosinova.

Hledame-li k funkci f ji odpovidajici trigonometrickou fadu, provadime rozvoj funkce
f ve Fourierovu fadu.

Co znamena pro rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu, je-li fada sinova nebo kosinova?

Necht’ mame zadanou po Castech spojitou sudou funkcei f, definovanou na intervalu
(-, ) a budeme-li rozvijet funkci f ze symetrického intervalu (- m, 7r) je vysledny rozvoj
nazyvan kosinovou Fourierovou fadou.

15



Potom pro koeficienty kosinové FR plati:

17 2 ("
a =~ f_nf(x) dx == jo F @) dx

1 (" 2 ("
:Ef f (x) cosnx dx:gf f(x) cosnx dx,b, =0
- 0

ao
f(x) —7+Zancosnx

n=1

Pro sudou funkci f na (- m, m) je soucin f(x) cos nx také suda funkce, ale sou¢in
f(x) sinnx je licha funkce.

Necht’ mame zadanou po ¢astech spojitou lichou funkci f, definovanou na intervalu

(- mr, ™) a budeme-li rozvijet funkci f ze symetrického intervalu (- 1, ) je vysledny rozvoj
nazyvan sinovou Fourierovou fadou.

Pro koeficienty sinové FR plati:

a,=0,a,=0

1 (" 2 (™
:—f f(x) sinnx dx:—f f(x)sinnx dx
TJ)_g T/,

flx) = Z b,, sin nx
n=1

Pro lichou funkci f na (- m, ) je soucin f(x) cos nx licha funkce, ale soucin f(x) sin nx
je suda funkce.

Pozn.: Uprava koeficienttl sinové a kosinové FR vypliva z nasledujicich piedpokladt
integrovatelnosti sudé resp. liché funkce na symetrickém intervalu:

Funkci f (x) nazyvame lichou v intervalu (- r, ), jestlize pro vSechna x € (- 7, ) plati:
f(=x) = —f(x). Pro lichou integrovatelnou funkci dostavame:

f_if(x)dx = f_if(x)dx + fonf(x)dx =— Lnf(x)dx n fo"f(x)dx —0

Funkci f (x) nazyvame sudou v intervalu (-, ), jestlize pro vSechna x € (- 7, ) plati
f(=x) = f(x). Pro sudou integrovatelnou funkci dostavame:

j_zf (= | (:j (odx + fo f)dx = fo " fCodx+ fo F)dx = 2 fo "F dx

16



1.2 Fourierova rada neperiodické funkce

Fourierovu fadu miizeme najit i k neperiodické funkci f(x), ktera je definovana jen na
. To T, . . . , U .
omezeném intervalu < — 70, ?O > a mimo tento interval je nulova. Jestlize FR konverguje,

pak konverguje k periodické funkci, musime tedy vytvofit z funkce f (x) periodickou

funkci tvz. periodickym prodlouzenim. Fourierova fada existuje a je nenulova i mimo

To

. T,
interval < — 2,2 >,
22

Pro nésledujici ukazky periodického prodlouzeni, pfedpokladejme, ze funkce f a jeji
derivace f jsou po ¢astech spojité funkce na intervalech, na kterém jsou definovany.

1.3 Primé periodické prodlouZeni.

Necht’ mame funkci f(x), ktera je definovan na intervalu (a, b). Funkci prodlouzime tak,
aby byl periodicky s periodou 2l = b — a.

Definujeme f,(x), tak Ze fp(x) = f(x) ,prox € (a,b)

fox + k2l = £ (%) keZ.

Nyni mizeme periodicky prodlouzenou funkci ]_’p (x) rozvinout do Fourierovy fady na

intervalu (a, b) pro kterou plati:
- 1 @ nmx . NITX
fp(x)—;a0+ E nzl(ancos—l +bnsm—l )

Fourierova fada konverguje v intervalu (a, b) k hodnoté fp (x) v bodech x , kde je funkce
spojita. V bodech nespojitosti x; funkce ]_Cp (x) konverguje k hodnoté % [limx_,x;(r f(x)+
limx—m; f(x)]

1.4 Sudé periodické prodlouzeni.

Necht’ mame funkci f(x), ktera je definovana na intervalu (0, ). Definujeme sudé
prodlouzeni na intervalu (-1, 0).

_( f(&x) pro x€(0,1)
fs(0) = {f(—x) proxe (—1,0)’

nyni vyslednou funkci f;(x) periodicky prodlouzime s periodou délky 2! tak, Ze polozime
fi(0) = fi(x + 2kI)  kde k € Z.

Nyni miZeme sudou periodicky prodlouzenou funkci ]_‘S (x) rozvinout do Fourierovy fady

na intervalu (—1, I) pro kterou plati:

17



(0]
fs(x)=3a0+z a, cos—= b, =0
2 et 1

Fourierova fada konverguje v intervalu (—[, [) k hodnoté ]_fs (x) v bodech x, kde je funkce
spojita. V bodech nespojitosti x; funkce j_fs (x) konverguje k hodnoté % [limx_,x; flx)+
limx—>x,; f(x)]

Tuto fadu také nazyvame kosinova Fourierova fada.
1.5 Liché periodické prodlouZeni.

Necht’ mame funkci f(x), ktera je definovana na intervalu (0, I). Definujeme liché
prodlouzeni na intervalu (=1, 0).

f(x) pro xe (0,1
filx) = 0 prox=0
—f(=x) proxe(—0)

Nyni vyslednou funkci f;(x) periodicky prodlouzime s periodou délky 21 tak, Ze polozime
fi00) = fi(x + 2k1)  kde k e Z.

Nyni miizeme lichou periodicky prodlouzenou funkci ]_Cl (x) rozvinout do Fourierovy fady
na intervalu (=1, 1) pro kterou plati:

]_Cl(x) =1a0 +Z b, sin—  a, =0
2 et l

Fourierova fada konverguje v intervalu (-, 1) k hodnoté }_fl (x) v bodech x, kde je funkce
spojita. V bodech nespojitosti x;, funkce ]_fl (x) konverguje k hodnoté % [limx_m; flx)+
limx—m; f(x)]

Tuto fadu nazyvame sinova Fourierova fada.

y A
Funkce s(x) je definovana na intervalu
()_. £ (0, 7).
NS Liché rozsifeni predstavuje funkce h(x)
na intervalu(0, 7).
- Tr n x’ , v v ’ v .
N Sudé¢ rozsiteni predstavuje funkce g(x)
o na intervalu(0, ).
o

1-2 Sudé a liché rozsiteni funkce s(x) (pievzato z [7])



Ukézka periodického prodlouzeni funkce f(x) = x, ktera je definovana na intervalu
< —m,m >.

Ay

¢
‘
.
.
I

—T T

1-3 Ukazka periodického prodlouZeni

Periodickym prodlouzenim funkce f nazyvame funkci f definovanou na (—oo, o).

Funkce f je periodické funkce s periodou 27. Fourierova fada konverguje v intervalu
(=, ) k hodnoté f(x) v bodech x, kde je funkce spojita. V bodech nespojitosti x; funkce
f(x) konverguje k hodnoté % [limx_)x;(r £() +limy o f (x)] af(x+2m) = f(x), pro

kazdé x €(—o0, 00).

1.6 Vyuziti Fourierovych rad
Analyza signélu

Cilem je stanovit parametry a charakteristiky analyzovaného signalu. Analyzu signalu
muzeme provadét ve dvou oblastech, casové a frekvenéni. Pfechod mezi oblastmi je
definovan pomoci linearnich transformaci. Transformace maji podobu vzorce ¢i algoritmu.
Pro transformaci z casové oblasti do frekven¢ni se realizuje u periodickych signalti pomoci
Fourierovy fady a u neperiodickych Fourierovou transformaci. Zpétné se z frekvencni
oblasti do ¢asové dostane zpétnou transformaci.

Analyza v ¢asové oblasti

V Casové oblasti vySetfujeme zménu signalu v ¢ase. Zakladni informace o signalu v ¢asové
oblasti jsou informace o maximalni, minimalni hodnot¢ signalu, stiedni hodnota a efektivni
hodnota signélu a dalsi.
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Spektralni analyza

Predstavuje analyzu signalu ve frekvencni oblasti. Periodicky signal 1ze zapsat jako soucet
nekonecného poctu goniometrickych funkci sinus a kosinus, které maji rizné amplitudy a
pocatecni faze a jejichz kmitocty jsou rovny celistvym nasobklim zékladniho kmitoctu wy,.
Vyjadieni signalu ve frekvencni oblasti je tvofeno amplitudovym spektrem, které odpovida
amplitud¢ jednotlivych harmonickych slozek a fazové spektrum, které vypovida o
pocatecni fazi jednotlivych slozek spektra. Periodické signaly maji diskrétni spektra na

o , e, . . 1
kmitoctech rovnym celistvym nasobkiim zékladni frekvence f, = pg
0

harmonické:

2.

amplituda —»

amplituda —»

/V

zobrazeni na
spektralnim analyzatoru
(frekvengni oblast)

Fourierova
fada

zobrazeni na
osciloskopu

(Zasova oblast) Sa

1-4 Zobrazeni Fourierovy Fady v ¢asové a frekvenéni oblasti (pFevzato z [4])

Pro signaly pouZijeme obdobny vztah Fourierovy fady, upraveny substituci za x = wyt

+00
a
s(t) = 70 + z (a, cos nwyt + b, sin nwyt).

n=1

Kde w, je tvz. prvni harmonicka (zakladni frekvence).

Z koeficientl a, b, FR uréime amplitudu a po¢ateéni fazi n-té harmonické slozky:
s =s(Ay, (pn)

b

0 =0
A, = a3+ bZ; <pn=—arctga{+ proa =

+m proa<0
Mnozina amplitud {4,}%, tvoii &arové (diskrétni) AMPLITUDOVE SPEKTRUM.

Mnozina fazi{e, }>_, tvoii &arové (diskrétni) FAZOVE SEKTRUM.
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Periodické signaly maji diskrétni spektra na kmitoctech rovnych celistvym nasobkiim
zékladniho kmitoctu fy = —.

0

Alf) oif)
F 3 F Y
} } | | | > f —1 —— | — f
f=0 fy 2y, 3f, 4y, Sfy ofy Th =0 fy 2y, 3f;, 4y, Sfy ofy Th
1-2 Diskrétni amplitudové spektrum 1-3 Diskrétni fazové spektru

Priklad 1: trigonometricka Fourierova fada

Necht’ mame zadany signal, ktery je definovan na intervalu T = (—m, ) tak Ze,

( ey _T
0 prote(—m, 2)

s(t) = J 2prote (— %, g) . Najdéte piedpis pro Fourierovu fadu v (—, ).

0 prote (g ,TT)

Chceme-li najit Fourierovu fadu k danému signalu, musime dodefinovat signal v intervalu
(—o0, 00), tak aby signal s(t) splioval podminku periodické funkce, viz.(1.3). Protoze
pokud Fourierova fada konverguje, tak konverguje k periodickému signalu. Signal s(t)
musi byt na intervalu (—m, 7r) po ¢astech spojity.

Nyni mame jiz periodicky signal s(t), ktery je definovan na intervalu (—oo, 00).

ty

perioda T, perioda T,

-3 —21 - —— g T 21 -3 t

1-5 Graf zadané funkce



Vypocet koeficienti :
Perioda: 2] = 2m , palperioda [ = m.

1 l 1 _% % T 1 % 2 T
aOZ—J.S(t)dtZ—f 0dt+f 1dt+f 0 dt =—2f ldt=—[t]§ =1
L), w()_, n z T Jo T

7 2 sin(n%)—sin(O)

1t nmt\ 2 (z 2 [sinnt
an:—f s(t).cos(—)z—f cosntdt=—[ ]
L), ! 0 nl n lg w n
2 sin (n %) sin (n %) sin x
= = = ,uprava do tvaru ——
nm ns X

b, = 0, funkce f je sudou funkci na intervalu< —m, w >
Hledany rozvoj signalu s(t) v trigonometrickou FR na intervalu (—m, 1r):

sin (n %)

n
n3

+ cos(nt)

N| =

L

s(t) =

Casteény soudet Fourierovy fady pro n = 20
T

1.5

-0.5
5 -4

1-6 Caste&ny soudet trigonometrické FR
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Vykresleni diskrétniho amplitudového a fazového spektra

Amplitudové spektrum

3

e
®
T

e
o
T

koeficient ArI

<
~
T

0.2}

0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n

Fazové spektrum
T T T T T T T

piF ® © ® © ® © ® © ® ©

>

1-7 Graf amplitudového a fazového spektra

1.7 Komplexni Fourierova rada
Komplexni Fourierova fada je jinym zapisem trigonometrické Fourierové fady.
Upraveni pro

. ejnwt + e—jnwt e}nwt _ e—jnwt
a,.cosnwt + b, .sinnwt = a, > + b, T =
J

1 : inwt 1 . —jnwt
= 5 [(@n = jbn). €] + 5 [(an + jby). € /"t]

Dosazeni do trigonometrické Fourierovy fady:

o)

S(t) — _0 + Z an — ] n anot + Me—fnwot
2 2
n=1
Kde:
Qo an — jby * _an+jbn_
Co = — , Cp="—""7—" Crp, = ———— =

23



Pro komplexni Fourierovu fadu miizeme psat:

+ 00
s(t) = Z c,, e/"@ot
n=-—oo
Koeficient c,,:
T, T
an—jby, 12 (2 (7 _
ch=——""==.—| s(t).cosnwyt dt — j s(t).sinnwyt dt ] =
2 2 Ty ) T _To
2
T T
1 (2 o 1 (2 .
=— s(t)[cosnwyt — jsinnwyt] dt = — s(t) e7/m@ol dt
TO _E TO _E
2 2
Dosazenim za a,,,, by,
T T,
2 (2 . L2 z _ .
a, = T_o _Es(t).cos nw,t dt n = T_o _Es(t).sm nw,t dt
2 2

Uréeni jednostranného spektra z koeficientu c,,

Ay = ¢
1 —— a, = 2 Re(c,)
—_ — 2 h2 — n n
|Cn| 2 a b = A‘l’l ZICTll {bn — _2 Im (Cn)
b -2 Im(cy,
¢ = —arctg — = —arctg—) =argc
a, 2 Re (cy n

Ovsem Castéjsi zobrazeni komplexnich FR je jako dvoustranné spektrum, pro kladna a
zaporna n (kterym odpovidaji kladné a zaporné frekvence). Koeficienty c,a c_, jsou
komplexné sdruzené a vyrazy c,e/"?ot a c_,e /@t dosazeni za n=...-1,0,1,2...
odpovida dvéma rotujicim vektoriim a jejich soucet ddva n-tou harmonickou slozku.

Cpel™@ot 4 ¢_ eIM@ot = |¢ |e/Pe/MWot + ¢, |e /P e INWot =

|C7’l| (ej(pejnwot + e_jnwot) —

e/ (Mwot+p) 4 p—j(nwot+)
= Zlcnl (

5 ) = 2|cp| cos(nwyt + @) = A, cos(nwyt + @)
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-
<" Acos{w,t+Y)

1-8 Dva komplexné sdruZené rotujici vektory (pievzato z [2])

Pro dvoustranné amplitudové spektrum se vynaseji hodnoty |c,| a pro fazové spektrum
hodnoty arg c, . Dvoustranné amplitudové spektrum je sud¢, fazové liché.

A
|CTL| * a‘r‘gcn
A
2
+o +
—f, 0 i f \-fo 0
_w__

1-9 Dvoustranné amplitudové a fazové spektrum

Priklad komplexni Fourierovy rady:

Necht’ je zadan periodicky signal, ktery je na zakladnim intervalu periodicity T = (0,2)
1 prote(0,1)

definovan tak, ze s(t) = {_1 prote (1,2)

Vypoctéte koeficienty komplexni Fourierovy fady a napiste rozvoj v komplexni
Fourierovu fadu na intervalu (0,2) .
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Pribé&h signalu s(t)
1 5 T T I | T T T T

Amplituda

| IRt (FISPRPISENI] IOMSRDIT AR CERIRNSY! WRITRa| D— RRUITRII [HSSTRUSSTRI [ I—r— "

15 i i ; ; .

1-10 Zadani p¥ikladu pro komplexni FR

Vypocet koeficientli Cy a Cy,:

Urceni zakladniho kmitoétu: T=2 =2 w = 2?11 =T

1 (2 1 1 2 1 1
CO:T_O 0 S(t)dtzf{fo 1dt+f1 —1dt}=§{[x]$—[x]§}=§(1—2+1)=0

1 2
e‘j"“’tdt—i-f —e /M0t } =

1

2

C _1 s(t) e‘j”wtdtzlf
n Ty Jo ' 2(J,

1 1 1 1 oo2) 1 1 .
—_- ) —jnwt - —jnwt (R DU —jnw __
2{ jnw [e ]0 +jna) [e ]1} 2{ jnw [e 1] *

1 . . 1( 1 o
+—[ene — gine] = —{—,— [cos(—nw) + j sin(—nw) — 1] +
jnw 20 jnw

1
+jn_w( [cos(—2nw) + j sin(—2nw)] — [cos(—nw) + j sin(—nw)] )} =
pro w = m a Uprava vyrazi dle sudosti a lichosti.
1

= %{_]n_n [cos(nm) — jsin(nm) — 1] +

+jni7r( [cos(2nm) — j sin(2nm)] — [cos(nm) — j sin(nm)] )} =
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1
+—[1= (DM} =
jnm

-0 - 1]

2 jnm
= L L[—(—l)" +1+1-(-D" = —[-2(-D"+2] =
2 jnm 2j
2

pro {llChé n. ]Tl_Tl,' - 2

(2n—1

sudén: 0 j@en=1m
Hledany rozvoj periodické funkce f v komplexni Fourierovu fadu na (0,2):
2 .
t) = —-j(2n-1)mt
s®) : j@2n—-1)m ¢

n=1
Graf zobrazuje Fourierovu fadu na intervalu (—3, 3) i kdyZ jsme hledali rozvoj pro FR na
intervalu (0,2), je vidét ze FR konverguje k periodické funkci f v celém svém defini¢nim

oboru.

Castedny soudet Fourierovy fady pro N=11

-05§F

-1.5
D a
cast

1-11 Casteény soucet komplexni FR
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Graf amplitudového a fazového spektra komplexni FR pro n=11.

Oboustranné amplitudoveé spektrum
T T T T T T T T

o
I

e
)
T

\

o
»
T

|

koeficient |c, |

——eo
=0
—o
—3
—0
(3
—e |

Q
(=] N
;o
—f
o0
—0
o0
—O
AO
p—9
N
NG
o0
®@

-10

5 of
a

Oboustranné fazové spektrum
T T T T T T T T

pif26

v

;
%
%
%
%
!

- pi/2 1 1 1 1 | |
-10 -8 -6 -4 -2 ] 2 4 6 8 10

L'
L4
L4
L4

1-12 Oboustranné amplitudové a fazové spektrum

1.8 Amplitudovy tvar FR
Periodicky signdl miizeme slozit z kosinti (sint1) riznych frekvenci, amplitud a faze

s(t) =4, + Z Ay cos (kwot + @)
k=1

Pro:

b a
Qr = —arctga, A, = va?+b?, Ay = =

Trigonometrickou Fourierovu fadu miizeme piepsat pomoci vzorce:

a cos wt + b sin wt = A cos (wt + @).

A dostaneme Fourierovu fadu amplitudového tvaru.

Dtikaz rovnosti vzorce:

s(t) = Acos(wt + @) = Re[d e/ (@t+P)] = Re[A /@t 9] =

= Re{A [(cos wt + j sin wt)(cos ¢ + jsinp)]} =

= Re{[A coswtcos@p — A sinwtsing + j (A coswtsing + A sinwt + cos )]} =
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a = Acos
= Acoswt cosgp —Asinwtsing = pro {b——Asin(lzp
= acoswt + bsinwt

Féazové posunuty harmonicky signal je sloZen ze sinusového a kosinusového signalu.
Jejichz amplitudy jsou: a = Acos @, b = —Asing

Urceni amplitudy:

a? + b? = A%cos?p + A% sin? ¢ = A%(cos?¢ + sin?¢) = A?
A=+a?+b?

Urceni fazového posuvu:

sing b .
= — - — = —
Cos @ a &9 a

_ aret é{+0proa20
¢ = arcga +m proa <0

Pticteni +m je Giprava pro II. a III. kvadrant.
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2 Sbirka prikladt

Poznamky k vypoctim uvedenym ve sbirce.

Vsechny ptiklady uvedené ve sbirce splituji podminky konvergence.

Rozvoj funkce f naintervalu (-, 1), kde [ > 0. Interval délky: 2[ a pulperioda: .

Potom Fourierova fada ma tvar:

f(x)—ﬂ+i(a cos@+b sin@)
-2 " l " L

n=1

A pro koeficienty plati:

1 nmx 1 ! n

1 ! 1 . nmXx
ao =lef(x) dx, a, = Tflf(x) cos—— dx,TJIf(X) sin—— dx

Zapis sudych Cisel: 2n pron e N.

Zapis lichych ¢isel: 2n — 1 pron e N.

Funkce cos(nx) je sudou funkci na kazdém symetrickém intervalu (napf. interval (- 7, 1r)).
Funkce sin(nx) je lichou funkci na kazdém symetrickém intervalu (napf. interval (-, 1))

Necht’ mame sudou funkeci f(x), ktera je definovana na intervalu (- i, m). Vysledna funkce
soucin funkce f(x) cos(nx) je funkce suda a f(x )sin(nx) je licha.

Necht’ mame lichou funkci f(x), ktera je definovana na intervalu (- 7, ). Vysledna
funkce souéin funkce f(x) cos(nx) je funkce licha a f(x) sin(nx) je suda.

Dosazovani za hodnoty sinnr = 0, cosnm = (—1)".
Pti vypoctech vyuzivana metoda integrace per partes

(uxv) =u*v+u*xv
f(u*v)'dxzfu’*vdxfu*v'dx
u*v=fu'*vdxfu*v’dx

fu*v’dxz u*v—fu’*vdx
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2.1 Priklad 1

Necht je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity < —1,1 >
-1, xe<-1,0>

x,e<01> Najdéte predpis pro Fourierovu fadu

definovana vztahem f(x) = {

funkce f naintervalu < —1,1 >.

Zadani prikladu 1
T T

1.5 T T T T

0.5+

osay
o
T

osa X

2-1 Zadani p¥-.1
Reseni:

Funkce f(x) je na (—1, 1) po ¢astech spojita s jednim bodem nespojitosti prvniho druhu
x = 0. Fourierova fada funkce f(x) konverguje na (—1,1) k f(x) az na vyjimku bodu
nespojitosti a krajnich bodu intervalu.

V bodu nespojitosti konverguje FR k hodnot&

1

3 im0 fO) + limyoy f(0} =3 (-1+0) =3

a V krajnich bodech intervalu x = —1 a x=1 konverguje k hodnoté

3 Uimseyy fGO + limyy - f}=5(-1+1) =0,

Vypocet koeficienti:

Hledame rozvoj na intervalu (—[,1) = (-1,1),2l=2;1=1

Protoze je dana funkce definovana v (—1, 1), ale na intervalu (—1,0) a (0, 1) je definovana

jinym pfedpisem, vyuzijeme pii vypoctu aktivity integrald.
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1 (! 0 1 1.7 1 1

. = [ -1d dx = [-21% + 37| =-145=-3

ao lf_lf(x) —]‘—1 x+Lxx [x]1+2xO +2 >
nnx 0 1

a, lJ. f(x) cos )dxzf -1 cos(nnx)dx+f x.cos(nmx) dx =
-1 0

u=x u =1

= [—%sin(nmc)]i1 + [:—n sin(nnx)]:) —

, 1
v’ = cos(nmx) v = Esm(nnx)

1 (! 1
+—| si dx =040+ o=
nn_]; sin(nmx) dx = [cos(nmx)];

pro suden: 0

1
D = = 22 ’

pro liche n: 7‘[2712 = —m

1

m’n

> [cosnm — cos 0] =

0 1

—1sin(nmx)dx + j x.sin(nmx) dx =
0

l
— | f(x)sin(nmx) dx = f
-1

-1

u=x u=1 1
[— cos(nnx)] ——COS(YUTX)]O

. 1
v =sin(nnx) v = —Ecos(nnx)

1 (! 1 1
+—f cos(nmx) dx =—[cos 0 — cos (—nm)] — —|[cosnmt — 0] + 0 =
nm J, nm nm

3 3
1 1 prosuden:E ﬁ%
1-(-D"—- (-1 1-2(—-1
= —[1-(-D"= (-D" = —[1-2(-1)"] = ! I

pro liche n e ﬁ m

Hledany rozvoj ve Fourierovu fada je:

o)

f(x) = —%+ Z —mcosﬂn - Dnx +% [1—2(—1)"]sinnmx

n=1
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Casteény soucet Fourierovy fady pro riizné n na intervalu (—1,1).

FRpron=3

FRpron=1

osay
osay

15 i ; i
-0.5 0 0.5 1
osa X

-0.5 0] 0.5
osa X
FR pron =20

FRpron=5
1.5

osay

0.5 1

" 05 0 0.5 1 T 05 0
osa X 0osa X

2-2 Pt.1 Casteény soucet FR

2.2 Priklad 2

Necht’ je dana funkce f(x) = x? — 2x, kterd je definovana na intervalu (0,2). Pro
nasledujici funkci (tj. jeji ptislusné periodické prodlouzeni) urcete piedpis pro jeji:

a) Fourierovu fadu v (0,2).

b) sinovou Fourierovu fadu v (0,2).
c) kosinovou Fourierovu fadu (0,2).
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Graf funkce f na intervalu < 0,2 >, graf sudého a lichého rozsifeni na intervalu < 0 —
2,0 >,

Zadani prikladu 2
1.5 T T T T

()
9(x)
h(x)

osay

2-3 Zadani pi.2
Reseni:
a) Rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu.
Funkci f periodicky prodlouzime s intervalem periodicity (0,2) .

Funkce f(x) je na intervalu (0, 2) spojita. Fourierova fada funkce f(x) konverguje na
(0, 2) k hodnotam funkce f(x).

Vypocet koeficienti:

Perioda pokracovani 2l =2 = [=1.

3 212
ao=%f_llf(x)dx=%f02x2—2xdx=[x?+2x7]o=[§+4]:——
f f(x)cos( dx—f (x? — 2x) cos(nmx) dx =
u=x*>—-2x u =2x-2

l(x — 2x)

sm(nnx)l

1
I — —_— —
v’ =cos(nmx) v= = sin(nmx)

u=x—-1 u =1

2 2
+— x — 1) sin(nnx) dx =
mTJ; ( ) sin(nmx) v' =sin(nmx) v = —%cos(nnx)
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. 2 2
=0-— i{[_ -1 cos(nnx)] + %J COS(me)dx} =
0 0

nm

2 1
= {[(x — 1) cos(nmx)]3 + 2 [sin(nnx)]%} =

2 2
= [(x — 1) cos(nmx)]3 + 0 = 7

[1.cos2nm — (—1.1)] =

b _12 d 2 d
n=7 _+lf(x)51n( x—f (x? — 2x) sin(nmx) dx =

u=x*2-2x u =2x-2

(x° —2x)
b= sin(ery) b —%Cos(nrtx) l —cos(nnx)l +

u=x—-1 u =1

2 2
+ E]o (x = 1) cos(nmx) dx =

1
L
v' =sin(nmx) v= prams sm(nnx)

(x -

nm

3 l_ (x? — 2x)

2 2 1) 21 (2 )=
cos(mrx)l0 + E{ cos(nmc)]0 - Efo sin(nmx) x} =

[cos(nmx)]3 =

xX° —2x
2-2 2
= —Tcos(nnx) +0+ 33

= —% [(4 — 4) cos(2nm) — (0) cos(2nm)] + 0 + n32n3 [cos(2nm) — (cos0)] =

= ——[(0.1) - 0] [1-11=0

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:

co

2 4
f(x) = -3 + z 32 cos(nmx)

n=1

b) Rozvoj funkce f v sinovou Fourierovu fadu.

Liché periodické prodlouzeni funkce f piedstavuje dodefinovani funkce g(x) = —x? — 2x
na intervalu (—2,0) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity (—2,2) .
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Vypocet koeficientl:

Perioda pokradovani 2l =4 = [ = 2.

=3[ (ot~ 20ax+ fj(xz_Zx)dx}:;{[_x__ -3}
o~ G- )35t
=3 ) s (e = 3{[ _2x>cos(’“2f)dx+
[ = 200cos () axf -

oo () v 2o (1)

u=x2-2x u=2x-2
() - on ()

= %{[—Z(x;: 2%) sin (mztx l —j (x + 1)sm( )dx +

N [2(9(2 —2x)

———sin (mzrx l — —j (x — 1)Sln( ) dx}

u=x+1 u =1

= u=x-1 u' =1 _
e () o= e (5 = () = ()]
1 4 2(x+ 1) 0 2 (0
=3 0+ E{[_ me_ cos (?)l_z + Ef_z cos (7122) dx} +0

4

— E“_ 2(xn; D cos (szx)l: + %LZ cos (nzix) dx} =

1|4 {[_2(x+ 1)

0
2 - - cos (mztx)]_z + n;;z sin (%)}
_ 2
B %{[_ Z(xnn . €os (mZTx)]O * n;ttz sin (mZTx)}} -
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11(4 2(x+1) nmxy 1" 4 2(x—1) nmxy 12
) {E[_ nm COS( 2 )] +O}_E{[_ nm COS( 2 )] +O} -

-2 0

= — n;;z [(x + 1)cos (?)]iz + n;trz [(x —1)cos (nzix)]: =

4
= 1= 1)+ (1M +1] =0

n—z_zfx.sm > x=3 0x x).sin{— X =

u=x-2x u =2x-2
;. (NTX _ 2 nmwx
v’ = sin (T) V= cos(—2 )

nm 0s( 2

_ I_ 2(x? = 2x) . nnx)r N
0

u=x—-1 u =1
v’ = cos (TlZLX) v =%sin(nzﬂ)

+4j2 . nmx,
— 0(x ) cos( 2) X =

_ [_ 2(x? — 2x) Cos(nnx)
2

2 s 4 {[z(x -1) sin (nnx)

, nm nm 2

2—1 2sin(@)dx}z

nm nm J, 2

22 =2x)  nmx P 4 4 X2
= l— — cos( > )L + E{O + ) [cos( > )]0} =

2
= —% [(x2 - Zx)cos(mZTx)]O + n§76t3 [cos (rlzﬂ)]z =

pro sude n: 0

or-1 {32 32
pro liche n: —W = —m

16

=0 T3

Hledany rozvoj v sinovou Fourierova fada je:

fo) =~ i_ii (2n i 1z Sin ((Zn _zl)ﬂx>

c) Rozvoj funkce f v kosinovou Fourierovu fadu.

Sudé periodické prodlouzeni, predstavuje dodefinovani funkce h(x) = x? + 2x na
intervalu (—2, 0) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity (—2, 2).

Vypocet koeficienti:

Perioda pokracovani 2l =4 =1=2
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1%, 3 x?] (8
a0=§2f (X —2x)dx= ?—27 =[§—4]=——
0 0

= —Zf (x? — 2x) cos (mzrx) dx =

u=x?-2x u =2x-2 2(x2 = 2x) . nmx_ |’
(nnx) _ 2 m) sin(—-)| —
v’ = cos > V= sin( 0
4[2 . nx, u=x—-1 u =1
+— x —1)sin(——)dx = =
nm J, ( )sin( 2 ) v’ —sn(mzrx) v= —%cos(mrx)
— o 4 [ 2(x—1)  nmx ]2 N 2 jz (nnx)d 3
B nm nm cos( 2 )0 nm J, €os 2 (=
4 [ 2(x—1) nmx ]2+ 4 [ nmx 1%\
T onm nm cos( 2 )0 n?m? sin( 2 )0 -
nmx
[(x -1) Cos( 5 )]0 +0= 2 [1.cosnm — (—1.1)] =
16
8 . 16 4
_ sude n: —— _
= [(=D™+ 1] pro { ' n2g2 = Q= nin?
lichen: 0

1((° nmx 2 nix
] F00). sinnﬂx EU (x% + 2x)-sin%dx+f (x? —2x).sin%dx}

u=x%>-2x u =2x-2

nmnx 2 nmwx| =
v =sin—&5— V=——C0S——
2 nm 2

u=x*+2x u =2x+2
nmx 2 nmx

v =sin—— V=——C0S——
2 nm 2

0 0
4 nmx
cos l +—f (x +1)cos—dx +
_, nml, 2

1{[ 2(x2+2x) nnx
nm 2

2(x? =2
+l— (xnn x)cosnnl +—J (x—l)cosﬁdx}

u=x+1 u' =1 u=x-1 u' =1
=1, nix 2 . nmx||._, nix 2 . onmx|=
V' =coSs—— v=——=sin——||V  =cos—— v=-—sin——
2 nm 2 2 nm 2
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2(x% +2x)  nux]’ 4 ([2x+1)  nmx]® 2 (°  nmx
- cos +— sin ——| sin—7:+
nm 2 nm nm 2 nm)_, 2

2(x—1) nwx
cos =

nmn 2

—— | sin——
nm ), 2

22 2 nnx}

[ 2(x? — 2x) nnxr 4 {
- cos + —
nm 2 , nm

0

{040+ [cos ("zﬂ)]‘; + [cos (%)]z} _

n3m3

Sl (1) + (1)~ 1] =0

Hledany rozvoj funkce f v kosinovou Fourierovu fadu je:

[0e]

() = 2+ 4 nmx
[0 =-3 nzmz %72

n=1

Graf ¢asteéného souctu kosinové Fourierovy fady pro riizna n na intervalu (0,2)

FRpron=3

FRpron=1
T 0.2

osay
osay
Co

1.5 2

0.5 1
osa X

0 0.5 1 1.5 2 o]
osa X
FR pron =20

FRpron=5
0.2

osay
'

osay

P

0 0.5 1 15 2 0 0.5 1
osa x osa x

2-4 Pr.2 Caste&ny soutet kosinové FR

2.3 Priklad 3

Necht’ je dana funkce f(x) = 2x + 4, ktera je definovana na intervalu (—2,0) . Pro
nasledujici funkei (tj. jeji pfislusné periodické prodlouzeni) urcete ptredpis pro:
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a) Fourierovu fadu (-2, 0).
b) sinovou Fourierovu fadu v (—2, 0).

¢) kosinovou Fourierovu fadu v (—2, 0).
Graf funkce f na intervalu(—2, 0), graf sudého a lichého rozsifeni na intervalu (0, —2).

Zadani pfikladu 3
T T

T T T

osay

2-5 Zadani pt.3

Reseni:
a) Rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu.

Funkci f periodicky prodlouzime s intervalem periodicity (—2, 0) .

Vypocet koeficienti:
20=2 = I|I=1

0
ao =j (2x +4)dx = [x> +4x]°,=[0-(4—8)] =4
-2

0
a, = f (2x — 4) cos(nmx) dx =
-2

0

= [—(an; Y sin(nmx) , +

u=2x—4 u =2
_ 1
V= sin(nmx)

v’ = cos(nmx)

2

[cos nmx]%, = 2 (1-1)=0

2 2
—— i dx =0+
nnfo sin(nmx) dx -,
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0
b, = f (2x — 4) sin(nnx) dx =
-2

0

cos(nmx)| +
-2

u=2x—4 u =2 (2x — 4)
=

1
I — 1 — e —
v =sin(nmx) v = prp cos(nmx)

2 (° 2 |
+Ef_2cos(n7rx) dx = ——[(x = 2) cos(nmx)]%, + 1 sin(nx)]°, =

2
= T 22 (=2+4) = T Zg?

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:

[0e]

4
fx)=2+ E gy sin nmx

n=1

b) Napiste rozvoj funkce f v sinovou Fourierovu fadu.

Liché periodické prodlouzeni, piedstavuje dodefinovana funkce h(x) =2x —4 na
intervalu (0, 2) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity(—2, 2).

Vypocet koeficienti:

b _12f2(2 4) ) (nTTX)d .
n—2 . X .SIn ) X =

u=2x—4 u' =2 _[ 4(x —2) (nnx)]2+
v’=sin(%) vz—%cos(nzﬂ) B nw N 2 0
+4j2 nx, 4[ ) nnx]z_l_ 8 [ (nnx)]z_
nnocos(z) X =—— (x )cos(z)O 2 |Sin(— T
4 8
=<——(0—(—2)>+0=——
nm nm

Hledany rozvoj funkce f v sinovou Fourierovu fadu je:

o)

f(x) = Z—%sin%

n=1
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Graf souctové sinové Fourierovy fady pro rtizna n na intervalu (—2, 0).

FRpron=1 FRpron=3
5 5
4+ 4
B 3t
> 2 > 2
o o
8 1t 8 1
o 0]
-1F -1
-2 L -2 ;
-2 -1.5 -1 -0.5 0 -2 -1.5 -1 -0.5 0
osa X osa X
FRpron=5 FR pron =20
5 5
4+ 4
3+ 3
> 2 oh (Do
o o
8 11 8 1
o 0
1k -1
D -2
-2 15 1 0.5 o] -2 1.5 1 0.5 0
osa X osa X

2-6 PF. 3 Castetny soudet sinové FR
c) Rozvoj funkce f v kosinovou Fourierovu fadu.

Sudé periodické prodlouzeni, pfedstavuje dodefinovani funkce g(x) = —2x + 4 na
intervalu (0, 2) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity (—2, 2).

Vypocet koeficienti:

20=4 =1=2
[5‘4]

—12f2 2% + 4 (nnx)d—
n=75 0( x +4) cos > X =

=—2] (x? —Zx)dx—

u=-2x+4% u’ = -2 4(x? — 2x) nx_ |
(nnx nix - sin )| +
v' = cos(— ) = sin(—— ) nm 27,

+—J sm(—) dx =0— ziz [cos (mzrx)]z =

8 [ n_1] lichen 16 16
= —1)n — 2.2 =
n2m? =D pro sude n n 5T (2n — 1)2m2
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b, =0

Hledany rozvoj funkce f v kosinovou Fourierovu fadu je:

(0]

B 16 (2n - Dnx
f(x) = 2+2m COS#

n=1

2.4 Priklad 4

Necht’ je dana funkce f(x) =5 — gx, ktera je definovana na intervalu (0,2). Pro
nasledujici funkei (tj. jeji prislusné periodické prodlouzeni) urcete piedpis pro jeji:
a) sinovou Fourierovu fadu v (0,2).
b) kosinovou Fourierovu fadu v (0,2).

Graf funkce f na intervalu (0,2), graf sudého a lichého rozsiteni na intervalu (—2, 0).

Zadani prikladu 4

osay

2-7 Zadani pr.4

Reseni:

a) Sestavte sinovou Fourierovu fadu na intervalu (0,2)

Liché periodické prodlouzeni, pfedstavuje dodefinovani funkce h(x) = —5 ~32% na

intervalu (—2, 0) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity (—2, 2).

Vypocet koeficienti:
2l=4 =1=2
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a, =0
. _12f2<5 5 ) (nrtx)d _
n=32] 5% )-sin{— X =
5 =2
Uu=os-—5 u 2 —10 + 5x nmx
r— (@ __ 2 nnx [ v 0+
v' = sin(= ) ECOS(T
J (nnx)d B [2 nmx 25 [ . (nnx)]z B
cos X = (2-x) cos( ) 3 sin 2 =
10
= <——(O—2)+O -—
nm nm
Hledany rozvoj funkce f v sinovou Fourierovu fadu je:
) = 10 1  nnx
flx)= p- — sin—
n=1

b) Sestavte kosinovou Fourierovu fadu na intervalu (0, 2) .

Sudé periodické prodlouZeni, ptedstavuje dodefinovani funkce g(x) = 5 + gx na intervalu

(—2,0), se zakladnim intervalem periodicity (—2, 2).
Vypocet koeficienti:

Urceni periody: 2l =4 =1=2
2

1_ (2 5 5
aO:EZJ (S—Ex)dx= [Sx—zx2]0=[10—5] =5
0

——2[ (5——x) cos(mztx) dx =

_ 5 , 5
U=5-—5x w=-5 [10—5x nwx

sin(—)| +
r = nnx _ 2 X nm 2
v —cos( > ) % nns ( ) 0

+—J. sm(—) dx =0— 122 [cos (mzrx)]z =

0

44



liche n: 22 20
[(-D"-1] ww{‘cenWﬂnz > Zn- 1Dz
suden: 0 n T

10
- n2m?

b, =0

Hledany rozvoj funkce f Vv kosinovou Fourierovu fadu je:

o

5 20 (2n —1nx
f(x)=z+zm cos ————

n=1

Graf souctové kosinové Fourierovy fady pro rizna n na intervalu (0,2).
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2-8 PF. 4 Castetny soudet kosinové FR

2.5 Priklad 5

Necht je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (0,2) je
x €40, 1)

1€(1,2)" Najdéte predpis pro Fourierovu fadu funkce f na

dana vztahem f(x) = {

intervalu (0,2).
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Graf zadané funkce f na intervalu(0,2).

Zadani prikladu 5

osay

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
osa Xx

2-9 Zadani pr. 5
Reseni:
Vypocet koeficientl:

20=2=1=1

1 2 1 3
a0=jxdx+j1dx=[x2](1)+[x]§=—+1=—
0 1 2 2

1 2
a, =f x.cos(nmx) dx +f 1.cos(nmx) dx =
0 1

u=x u =1 1 1
= —/{[x.cosnmx]} — f sinnmx dx + [sinnmx]?; =
nm 0

, 1
v’ = cos(nmx)v = pry sin(nmx)

=0+ 7 [cosnmx]} + 0 = 2 [(-1") —1] =
{1' h - 2
ichen: —
pro gz = - —=—
suden: 0 (2n—1)°m

2

1
b, =J. X. sin(nﬂx)dx+f 1.sin(nnx)dx =
0

1
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u=x u =1

X 1
1 = [——cos(nrtx)] +
v= —%cos(nnx) nr 0

v’ = sin(nmx)

1 (! 1
— fo cos(nmx)dx — [cos(nmx)]{

= 1 [cos(nmx)] + 0 — L [1 — cos(nmx)] =
nm nm nm

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:

(0]

3 2 1
flx) = 2t z Zn - cos(2n — 1)mx — Esm(nrrx)

n=1

Graf ¢aste¢nych souctu Fourierovy fady pro rizna n na intervalu (0,2).

FRpron=3

FRpron=1
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osay

1 ; i i 1 ; i -
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FRpron=5 FR pron =20
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2-10 P¥. 5 Casteény soucet FR

2.6 Priklad 6

Necht’ je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (0, 2m) je
dana vztahem f(x) = e* . Rozvinite funkci f(x) do Fourierovy fady na intervalu (0, 27).
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Graf zadané funkce fna intervalu (0, 27).

Zadani prikladu 6
600 T T T T T T

500 -

400 -

>
s 300
o
200 -
100
0
0 1
osa Xx
2-11 Zadani pt. 6
ReSeni:
Vypocet koeficienti:
2l=2n=>l=m
21 1 1 2T
e 1
a, =—f eXdx = —[e*]i" = —[e?" — %] = ——
T J, s s s
1 (%" u=e* u =e*
a, =— e*cosnxdx =| | 1 . =
), v =cosnx v ==sinnx
n
1(re* S u=e* u =e*
= — [—smnx] - = e*sinnxdxy =], . 1 =
m(ln o nJ v =sinnx v =——=cosnx
n
1 1

1 2T
=— 0+—2[excosnx]§”——zf e* cosnx dx
T n n? ),

1 27T 27T
dosazeni za a,, = —f e*cosnxdx = a,m = f e* cosnx dx
T
0 0

1 oy 1 Tay
a, = ——[e* cosnx]y" ——5—
n?m n? m
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a, + 20n = [e?™ — 1]
1 [e2™ — 1]
On (1 + ﬁ) ~ T nln

[eZTE _ 1] n2 [82” _ 1]

a, = : =
" nr n?2+1 mn2+1)
1% u=e* u =e*
b, =— e*sinnxdx =, . 1 =
T J, v =sinnx v = ——cosnx

u=e* u =e*

1 eX 2w 1 2w
= —{[——cos nx] + —f e* cosnx dx} =
T n 0 nJ,

, 1 .
V' =cosnx v =_sinnx

21 2T
1

1 e* 1(e* 2n
=— [——cos nx] + —{[—sin nx] - —J e* sinnx dx} =
s n o n(ln o NJ

1 2 21
dosazeni za b,, = —f e*.sinnxdx = a,m = f e* sinnx dx
I
0 0

1 1 b,
-

T
b, = ——[e* cos nx]?" - ——
n 7m[ 1o 2

[e*—1] n*  n[e™—1]
m n2+1  m(n2+1)

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:

e?™ —1 [e2™ — 1] nle™ —1] |
flx) = + —————C0SnXx — —————sinnx
21 m(n

2.7 Priklad 7

Necht’ je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (—, 1)

3
dana vztahem f(x) = x? . Rozvinte funkci f(x) do Fourierovy fady na intervalu (—m, ).
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Graf zadané funkce v intervalu (—m, )

Zadani prikladu 7

10

>
2 O 1
O
S5 -
10+ : : 2 : —
1 1 1 I 1 1 1
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
osa Xx
2-12 Zadani pft. 7
Reseni:
Vypocet koeficienti:
2l=2n=>l=m
a0=0
a, =0
1 (™ x3 2 (x3 u=x3 u =3x?
b,=—]| —sinnxdx=—| —sinnxdx=]| ) 1
m)_; 3 m)y, 3 v’ =sinnx v=—_-cosnx
2 x3 T3 T u=x? u =2x
=—1{|——cosnx| +—=| x“cosnxdx;=|, 1 . =
3 n o o v =cosnx v=_-sinnx
VA s
2 x3 3([x% 2 ("
= —<|——cosnx| +—4|—sinnx| ——| xsinnx;,=
3 n n(|n nJ,
0 0
u=x u =1
=1 : 1 =
v’ =sinnx v=—_-cosnx
Tl.'
2 x3 3| 2 x To1 ("
=—A{|——cosnx| +—{—-— [——cosnx] +— | cosnxdx =
3 n Y n o nJ
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2 12 2 12

=3 [x3 cos nx]T + T [x cosnx|T = ~ 30 [73 cosnm] + P [ cosnm] =
2m? 12 12 — 2m?n?
= (D" — (D" = (- ——
- (— D"+ 5y (<" = (1) ( = )
Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:
z 12 — 2m?n?
fx) = (=™ <T> sin nx

n=1

Graf ¢aste¢nych souctd Fourierovy fady pro rizna n na intervalu (—m, ).
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2-13 P¥. 7 Caste&ny soucet FR

2.8 Priklad 8

Necht’ mame graficky zadanou periodickou funkci trojihelnikového prubehu, viz. zadani
ptikladu 8. Sestavte obecnou rovnici graficky zadané funkce a rozviiite ji do Fourierovy
fady na intervalu (—m, 7).

51



Zadani prikladu 8

T T T T

2pi -

3pif2 -

osay

pi -

-pi -pif2 0 pi/2

2-14 Zadani prt. 8
Reseni:
Sestaveni rovnice:
Obecna rovnice ptimky: y = ax + ¢
A =10;2n],B = [m; 0]
Dvé rovnice o dvou neznamych:

2r=a.0+c
>a=-2,c=2m
O=am+c

—2x 4+ 2m,xe <0, >

fe) = 2x + 2w, xe < —m,0 >

Vypocet koeficientl:

20=2n=>l=7

1 T 2 )
a0=—2f —2x+27rdx=—;[x —2nx|§y =21
0

T

1 s
a, = ;2[ (—2x + 2m) cosnx dx =
0

= 2.(=2) {[x _ 7Tsinnx]n - lfnsin nx dx} = ——
0

T n o N

52

u=x—-nu =1

. 1 .
V' =cosnx v=_sinnx




8

4
—_ ———— :>—
(2n—1)%nm

) 8
— [(-1)" — 1] = pro {llche n: —

suden: 0
b, =0

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:

o)

8
f(X) =T+ 2(271_—1)27_[COS(21’1 - 1)X

n=1

Graf ¢asteénych soucti Fourierovy fady pro rtizna n na intervalu (—m, 7).
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2-15 P¥. 8 Caste&ny soucet FR

2.9 Priklad 9

Necht je dana funkce f(x) = x. (3 — x), ktera je definovana na intervalu (0, 3). Pro
nasledujici funkci (4. jeji prislusné periodické prodlouzeni) urcete piedpis pro Sinovou
Fourierovu fadu funkce f na intervalu (0, 3).
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Graf funkce f na intervalu (0, 3) a graf lichého rozsiteni na intervalu (—3, 0).

Zadani prikladu 9
25 T T

T
fCO=x*(3-x)

9E)=X"(3+x)

osay
Q

2-16 Zadani pt. 9
Reseni:
Vypocet koeficienti:

Liché periodické prodlouzeni, ptedstavuje dodefinovani funkce h(x) = x.(3 +x) na
intervalu (—3, 0), se zakladnim intervalem periodicity (—3, 3) .

2l=6=>1=3
a,=a, =0

3 nix u=3x—x>u =3-2x
bp=32| Bx—x?)sin—dx=|,  nmx 3  nmx
3 J 3 v =sin—5—= vV =——C0S—5—
3 nm 3

2([ 3Bx—x?) nmx]” 3 (3 nix
=—{|— cos +—J (3 —=2x)cos—dx; =
nm 3 [, mnmly 3

u=3—-2x u =-2

=1._ ngx 3 . nmx[=
V' =cos—3— v =osin—a—
2 (33-2x) nmx)® 6 (3 nmx 36 nmwx,3
= — [ sin +— | sin——dx=—— 3[cos— =
nm nm 3 1y nm), 3 mn 3 1
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72
_1\n _ lichen: —— 72
[(-1) 1] pro m3n3 = 3.3
suden: 0 (2n—1)°rm

36
B

Hledany rozvoj funkce f v sinovou Fourierovu fadu je:

o

B 72 - (@2n—1)nx
[ = Z n—1p7 3

n=1

Graf ¢asteénych souctu sinové Fourierovy fady pro rtizna n na intervalu (0, 3).

FRpron=1 FRpron=3
25 25
2 = 2
5 1.5 q 3 1.5
3 3
[ 1 O 1
05¢ E 1 05¢
0 i L 0 i 1
0 1 2 3 o] 1 2 3
osa X osa X
FRpron=5 FR pron =20
25 25
2 2
- 1.5 R - 15
3 3
© 4 srvne sy @
05} ; 1 05}
0 L 0
0 1 2 3 0 1 2 3
osa X osa x

2-17 P¥. 9 Caste&ny soudet FR

2.10 Priklad 10

Necht je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (—5, 5) je
dana vztahem f(x) = 5 — |x|. Napiste rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu na intervalu
(=5,5).
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Graf funkce f na intervalu(—5,5) .

Zadani prikladu 10
5 T T T T T

. % |
i ]
36 |
Al ]
525* |
| J
1.5+ |
1 |
05 |
B S B B T B
2-18 Zadani pft. 10
Reseni:
Vypocet koeficienti:
oo _(5—x,x€(0,5)
Ptedpis funkce f(x) = {5 + x, x€ (=5, 0)
2l=10>1=5
1_ (" 2 x?]’
a =z jo( x)dx = |5% 2]
0
2 (° nmx u=5—xu=-1
anz—j (5-x)cos— dx = | nmx 5 . nnx|=
5J 5 V' =CoS—— V=_—sin—F—
5 nm 5

2{ 55-x)1° 5 (5  nmx 2( 25 nmx 15
=— [——] + — sin— dx =—{ [cos— }=
nr 1y nm), 5

5 50 nZr2 5 1,
20
10 lich eV 20
= T2z [(=D)" —1] pro { renen n?n? = (2n — 1)2x2
suden: 0

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:
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oo

( )_5+ 20 nmx
flx 2 (Zn—l)znzcos 5

n=1

Graf ¢asteénych souétu Fourierovy fady pro riizna n na intervalu (—5, 5).

FRpron=3

FRpron=1

osay
osay

2 H
-5 0 5
osa X

osa X

FRpron=5 FR pron =20

osay
osay

osa X osa X

2-19 P¥. 10 Casteény soucet FR

2.11 Priklad 11

Necht’ je dana funkce f(x) = 4 — (x — 1), ktera je definovana na intervalu (0, 3). Pro
nasledujici funkei (tj. jeji prislusné periodické prodlouZeni) urcete piedpis pro kosinovou
Fourierovu fadu funkce f na intervalu (0, 3).
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Graf funkce f na intervalu(0, 3) a graf sudého rozsifeni na intervalu (—3, 0).

Zadani prikladu 11
4 T T T T T

()
9(x)

osay
N
T
1

1.5+ g : i -

2-20Zadani pit. 11
Reseni:
Napiste rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu.

Sudé periodické prodlouzeni, pfedstavuje dodefinovani funkce h(x) =4 — (x + 1)%? na
intervalu (—3, 0), se zakladnim intervalem periodicity (—3, 3) .

Uprava zadané funkce: 4 — (x —1)? = —x% +2x + 3

2l=6=>1=3

13 2] x3  2x2 2
a0=§2j (—x*+2x+3)dx =z |——+—+3x =§[—9+9+9]=6
0 0

3 3 2
1 3 2 nmwx u=—x2+2x+3u'=—2(x—1)
an:§2f (—x +2x+3)COST dx = ; nmx 3 . nmx =
0 \% :COSTV:ESIHT

2([3(=x2+2x+3) nnx]° 6 (3 . nmx
=— sin +—f (x —1)sin—-dx; =
o Mg 3

3 nm 3
u=x—-1 u =1
=1, . NmXx 3 nmx| =
vV =sin—5— v=——coS——
3 nmw 3

nm

4 [—B(x—l) nnx3+3 P ) 12 2=y 4+ 1]
nm cos30nn0cos3x—n2n2()
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Hledany rozvoj funkce f v kosinovou Fourierovu fadu je:

(0]

12 nmx
f(x) =3+ 2 [2(-D™ + 1] cos ——
n=1

Graf ¢aste¢nych souctu Fourierovy fady pro riizna n na intervalu (0, 3).

FRpron=1 FRpron=3

osay
5
osay

osa X osa X

FRpron=5 FR pron =20

osay

osa X osa X

2-21 P¥. 11 Casteény soudet FR

2.12 Priklad 12

Necht’ je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (— % , g)

dana vztahem f(x) = x. cos x. NapiSte rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu na intervalu

-Z.5.
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Graf funkce f na intervalu(—g,g).

Zadani prikladu 12
0.6 T T T T T T

f(x)=x.cos(x)

0.4} : : : ' -

osay

-0.4 : L 4 ¢ -

0.6 : : : : &

-0.8 1 I i I I i i

2-22 Zadani pr. 12
Reseni:
Vypocet koeficientl:

Funkce f(x) = x.cosx definovana na symetrickém intervalu < — %,% >, na kterém je

dana funkce lichd, protoZe jde o soucin liché a sudé funkce.
Pouzité vzorce:
sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb  cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sinb
sin(a — b) = sina.cosb — cosa.sinb  cos(a — b) = cosa.cosbh + sina.sinb

sina.cosb = sin(a + b) + sin(a — b)

2=t =>1=

a,=a, =0
s s
2 4 2 1
b, = —Zf X.cos x.sin2nx dx = —f x.=[sin(2n + 1)x + sin(2n — 1)x] dx
T J, Ty, 2

s
2 (2
= ;f {x.sin2n+ Dx + x.sin(2n + 1)x }dx =
0
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u=x u =1

v =sin(2n—1xv=—

, . 1
v =sin2n+1xv = —mcos@n + 1x

T

2 1 T 1 2
= —{— [x.cos(2n + 1)x]2 + J cos(2n + Dx dx +
0

nl 2n+1 2n+1

VA
1 T 2
[x.cos(2n — 1)x]2 + J cos(2n— 1xdx; =
2n—1 0

2n—1

2 1 1
= E{_ m [n. cos (nn + g)] + m [sin (nn + g)] +

1 1
ab Ty [7‘[. cos (nn - g)] T =12 [Sin (Tm B g)]} N

2

T T
- E{_Z(Zn + 1)[

T
COS NT. CoS E — sinnm. sin E] +

1 _ T [ T T
m [sm ni.cos — + cos TlT[.SLTl—] — m[

* 2 2

2

4 1 [ _ T ) n]} _
2n =12 SINNT. €05 5 — COSAM. SN - ¢ =

2

=G0+ o+ 0 - -1} =

(2n —1)?

2 1

16 (-D™n
T m16n*—8n2 +1

Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:
16 (—D"1n
T (16n* —8n2 + 1)

n=1

sin 2nx

f&) =

61

2n

= E{_(_l)n{(zni D2 (2n+ 1)2} = (oM {16n4‘ —82n2 + 1}} B

u=x u =1

1
-1

2

cos(2n—1)x

T
COS N. COS — + sin nm. sin —] +



Graf ¢asteénych souéti Fourierovy fady pro rtizna n na intervalu (— g, g).
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2-23 P¥. 12 Casteény soudet FR
2.13 Priklad 13

Necht’ je dana periodicka funkce f, ktera je na zakladnim intervalu periodicity (—, r)
dana vztahem f(x) = x.sin x. NapiSte rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu na intervalu
(—m, ).

Graf funkce f na intervalu(—rm, m).

Zadani pfikladu 13
2 T T T T

; f(x)=x.sin(x) |

1.6

141

1.2

o0say
a
T

0.8

0.6

0.4}

2-24 Zadani p¥. 13
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ResSeni:
Vypocet koeficienti:

Funkce f(x) = x.sin x je definovana na symetrickém intervalu < —m, T >, na kterém je
funkce sudé, protoze jde o soucin dvou lichych funkeci.

Pouzité vzorce:
sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb  cos(a + b) = cosa.cosb —sina.sinb
sin(a — b) = sina.cosb —cosa.sinb  cos(a — b) = cosa.cosbh + sina.sinb
sina.cosb = sin(a + b) + sin(a — b)
2l=2n=>l=m

1 2 T
=— [—x.cosx]g+f cosx dx; =
0

T u=x u =1
ap,=—2| x.sinxdx =
T Jo

v =sinX v = —cosX T

2
=2 [-n.—-1]=2
T
s

1_(™ 1
a, = ;2[ x.sin x. cos nx dx =;f x5 [sin(1 + n)x + sin(1 — n)x] dx =
0 0

1 g
= ;f {x.sin(1 + n)x + x.sin(1 —n)x} dx =
0

u=x u =1 u=x u =1

. 1
v —sm(l—n)xv——1_ncos(1—n)x

v =sin(l+n)xv=-—

cos(1+n)x

1
1+n
—1{ L cos(1+ ma]f + — Jn (1+m)x dx +
_T[ 1+nx.COS nxo 1+nOCOS n)x ax

1 1 T
e [x.cos(1 —n)x]f + mfo cos(1 —n)x dx} =

1 T 1 .
= —{— ~ [cos(m + nm)] + —— [sin(m + nm)] +

nl 1+ (1 +n)?
" [cos( )] +———[sin( )]}—
1_ncosn nm a—n)? sin(mt — nmn)]{ =
1 T : .
= —{— [cosm. cosnm — sinm.sinnm] +
T 1+n
1 A

+ ———[sinm. cos nt + cos . sinnmw| — [cos . cosnm + sinm. sinnm] +
(14 n)?
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1

+(1——n)2 [sin 7. cos nt — cos . sin nn]} =
1 T T 1 1
Rl TRt T LD = (D e -
= (D" 1—n?

R ; rox , 1
ProtoZze pti dosazeni za a,, = 1, dostdvame vyraz typu 5 =

Vypocet integralu a, pron = 1.

1 (" 1 u=x u =1
a1=—2j x.sinx.cosxdx=—j —x.sin2x =| | ) 1 =
T J, Ty 2 v =sin2x v= — 5c0s2x
_1[x 2]”+1.l'” ox d _1[77,'_ 1
= 5 €os xO Zocosxx—n 2= 3
Hledany rozvoj funkce f ve Fourierovu fadu je:
1 (="
f(x)=1—§cosx+2 1_n2cosnx
n=2

Graf ¢asteénych sou¢ti Fourierovy fady pro rtizna n na intervalu (—m, ).
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2.14 Priklad 14

5x€(0,2)
—5xe (2,4)
nasledujici funkci (tj. jeji ptislusné periodické prodlouzeni) urcete piedpis pro kosinovou
Fourierovu fadu na intervalu (0, 4).

Necht’ je dana funkce f(x) = { ktera je definovana na intervalu (0, 4). Pro

Graf zadané funkce na intervalu (0,4) a graf sudého rozsifeni na intervalu (—4, 0).

Zadani prikladu 14
8 T T T T

()
9(x)

e -

AL o

6L =

-8 1 i i i 1 1 i

-4 3 2 1 0 1 2 3 4
2-26 Zadani pr. 14
Reseni:
Vypocet koeficienti:
s g, . ) , 5xe(—=2,0)

Sudé periodické prodlouzeni, ptedstavuje dodefinovani funkce g(x) = 5 xe(—2, —4)

na intervalu (—4, 0) a funkce f bude periodicka na intervalu periodicity (—4, 4).

2l=8=>1=4

1
a, {J 5dx — f 5 dx} —([5x]3 —[5x]3) =[10—- (20— 10)] =0

{f 5cos dx—f 5cos nﬂx)dx}z
120 2 20 4
= z{a [sin (%) T nn [sin (%)L} =
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Graf ¢aste¢nych souctt kosinové Fourierovy fady pro ruzna n na intervalu (0,4).
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2-27 P¥. 1 Casteény soudet kosinové FR
2.15 Priklad 15

Bez pocitani Fourierovych koeficientl najdéte predpis Fourierovu fadu pro nasledujici

funkce na intervalu (- m, 7).

a) f(x) =sin2x.cos3x
= sin 2x . cos(2x + x) = sin 2x(cos 2x.cos x — sin 2x.sinx) =

= (sin 2x.cos 2x).cos x — sin 2x .sin 2x .sinx =

= E(sin4x— 0) cos x — sinx . sin? 2x =

1
=Esin4x.cosx—sinx.<

1 1
=—sin4x.cosx—Esinx+§sinx.cos4x =

1 — cos 4x)
2
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1 11
[sin(4x + x) + sin(4x — x)] — Esinx + >3 [sin(x + 4x) + sin(x — 4x)] =
1 ¢ 1
=5 sin5x — osinx

b1=—§:b5=§

N| =
N =

Zadana funkce na <-pi,pi>

G| T T T T T T T
| f(x)=sin(2*x)*cos(3*x)) ‘
05}
0.5 |- -
s 3 2 ] o 1 2 3 4
osa X
4 Fourierova rada na intervalu <-pi,pi>
I / \ fl\'\ l [ : F00=(1/2)*sin(B0-(1/2)"sinG0)
/ A / \
0.5 ; %‘1 o \ i ol
/ / \ ~ ~\
> !J'! \"\’ / \ (r’, \v‘ / \\
g or \ 7/ - \"/ \ B / &
o v/ i‘\ / \ ;"y
0.5} \ / \ / gl
t\.__f/ N/
L I T B T S B B
osa X
2-28 15 a) Zadana funkce a FR
b) f(x) = cos*x
) ) (1 cos 2x>2 1 5 l1cos2x cos2x
=cos“x.cos“x ==+ =—+42.= + =
2 2 4 2 2 4
1 ) 1 1+ cos4x
=Z(1+2c052x+ C0S*“2x) =2 1+ 2cos2x + — )=

—i—1 2 +1 4
5 €05 2x + Zcosdx
3-

1
;a4=§
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Zadana funkce na <-pi,pi>

1 T

T T
f(x)=cos(x)*
0.8 i
s 0.6 =
g 0.4 e
0.2 =
0 1
-4 2 3 4
osa X
Fourierova rada na intervalu <-pi,pi=>
1 T T T T "
f(x)=3/8+(1/2)*cos(2“'x)+(1/8)*cos(4*x)\
0.8 -
5. 0.6 -
o
8 0.4 =
0.2 -
0 1 1 L
-4 -3 -2 1 2 3 4

2-29 15 b) Zadana

c) f(x) =1+ cos?x

1+ cos2x

funkce a FR

3

1

+=cos 2
2COS X

2

Zadana funkce na <-pi,pi>

2 T T T
f()=1+cos(x)?
1.8} : IR o T
16
o
g, .0 |
1.2 i
14 3 -2 = 0 1 2 3 4
osa X
= Fourierova rada na intervalu <-pi,pi>
' ' ' f(xl)=y=3/2+(1 /g) *cos(2*x) |
1.8 i
- 1.6 1
814
1.2
4 > 2 -1 0 1 2 3 4
osa X
2-30 15 ¢) Zadana funkce a FR
Pouzité vzorce:
5 1 — cos 2x ) 1 + cos 2x
Sin“X = ——— coS“x = —————

J

2

2

1
sina.cosbh = > (sin(a + b) + sin(a — b))

sina.cosb + sinb.cosa = sin (a + b)
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Zaver

Vypracovana bakalatska prace shrnuje zdkladni poznatky o teorii Fourierovych fad.
Casteéné je prace zaméfena na aplikaci a praktické vyuziti Fourierovych fad pii analyze
periodickych signalu, coz je jedna ze stéZejnich vyuziti pii studiu na fakulté
elektrotechniky. V rozsahu bakalaiské prace nebylo mozné zabyvat se vSemi oblastmi, ve
kterych se Fourierovy fady vyuzivaji. Pozornost byla kladena na pouziti Fourierovy fady,
jako transformace mezi ¢asovou a frekvencni oblasti.

Nejvyznamnéj$i ¢asti prace je ovSem vypracovana sbirka ptikladl s postupem feSeni
rozvijeni periodickych funkci ve Fourierovu fadu. Sbirka obsahuje celkem patnact tiloh, ve
kterych je zadana funkce rozvijena ve Fourierovu fadu, dale piiklady neperiodickych
funkci, z nichz mizeme periodickym prodlouzenim nalézt periodickou funkci, kterou
rozvijime ve Fourierovu fadu, ktera mize byt bud’ sinova, nebo kosinova. To zavisi na
zptisobu periodického prodlouzeni funkce. Na zavér sbirky jsou uvedeny rozvoje funkci
bez pocitani koeficientu Fourierovy fady. Dané funkce rozklddame pomoci zakladnich
goniometrickych vztaht.

Celkovym vysledkem bakalarské prace je vyukovy text, ktery by mél mit za tkol pomoci
studentlim pfi studiu této latky.
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Priloha A — Zdrojovy kéd priklada v MATLABU

Ptiklad komplexni FR.

N = 11;

wo = pi;

cO = 0;

t = -3:0.01:3;
figure (1)

% komplexni Fourierova rada
y = cO*ones (size(t)):
f

or n = -N:2:N,

cn = 2/ (j*n*wo) ;

y =y + cn*exp (j*n*wo*t);
end
plot (t,yce, 'LineWidth', 2);
grid;

xlabel('cas t')

ylabel('s(t) "),

ttle = ('Casted&ny soucet Fourierovy F¥ady pro N=11'");
title(ttle);

[}

% Oboustranné amplitudové spektrum komplexni Fourierovy rady

figure (2)
subplot(2,1,1)
stem(0,c0, 'LineWidth', 2);

for n = -N:2:N,

cn = 2/ (j*n*wo) ;

stem(n, abs (cn), 'LineWidth', 2)

end

x1lim([-11 11]);

xlabel ('n'")

ylabel ('koeficient |c n|"')

ttle =('Oboustranné amplitudové spektrum');

title(ttle);

Q

% Fazové Spektrum komplexni Fourierovy rady

subplot (2,1,2)
stem (0, angle (c0), 'LineWidth',2);

for n = -N:2:N,
cn = 2/ (j*n*wo);
stem(n,angle (cn), 'LineWidth', 2);
end

set (gca, 'YTick', [-pi/2,0,p1/2])

set (gca, 'YTickLabel', {'- pi/2','0"', 'pi/2"'})
ylim([-pi/2 pi/21);

x1im([-11 117);

xlabel('n')

ylabel ('arg c n'")

ttle = ('Oboustranné fazové spektrum');
title(ttle);

Piiklad trigonometrické FR.
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Q

% Fourierova rada pro n = 20
=(-pi:0.01:pi);
a0=1;
soucet=al0/2*ones (size(t));
N=20;
for i=1:N
an(i)=sin(i*(pi/2))/(i*(pi/2))
bn(i)=0;
soucet = soucet + an(i)*cos(i*t);
end
figure (1) ;
plot (t, soucet, 'LineWidth', 2);
grid;
ylim ([-0.
xlim([-3
xlabel ('c
ylabel('s
title('Ca

5 1.51);

31

cas t');

s(t) ')

4dstecny soucet Fourierovy fady pro n = 20');

[}

% Amplitudové spektrum trigonometrické Fourierovy rady

figure (2)

subplot (2,1,1)

stem(0,a0, 'LineWidth', 2);

hold

for 1 = 1:N
=si

n(i)=sin(i*(pi/2))/(i*(pi/2));
n(i)=0;
n(i)=((an(i)"~2)+(bn(i)"2))"(1/2)
stem(l,abs(An(i)),'LineWidth',Z)

end

xlabel ('n'")

ylabel ('koeficient A n')

ttle =('Amplitudové spektrum ) ;

title(ttle);

hold

o)

$ Fazové Spektrum trigonometrické Fourierovy rady

subplot (2,1,2)

stem (0, angle (a0/2), 'LineWidth', 2);

for 1 = 1:N,

( )= Sln(l* (pi/2)) / (i*(pi/2))
i)=

stem(l,angle(an(i)),'LineWidth',2);
end
set (gca, 'YTick', [0,pi])
set (gca, 'YTickLabel"', {'
xlabel ('n'")
ylabel ('faze \phi n')
ttle = ('Fazové spektrum');
title(ttle);

0','pi"})
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