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Abstract: The probability of a claim and the amount paid out in most short term non-
life instance contracts is hard to predict. This article presents some
mathematical/statistical techniques that allow finding the compound distribution of
aggregate claims by combining the frequency of claims with the distribution of the
amounts paid out on individual claims. The algorithm for exact expressions and
calculating of the distribution of Sis often too complicated in practical use. A quick
approximation to the distribution of Scan prove very useful and in many situations
may be used.
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1. Uvad

Zakladnim pojmem v pojiStovnictvi je pojem riziko, které pfedstavuje moznost
vzniku pojistné udalosti. Pojistitel, ktery profesiondlné piebira na sebe velké mnoZstvi
rizik rizného charakteru, musi k ohodnoceni rizika zaujmout velmi zodpovédny postoj.
Riziko pojistitele spocivd v nebezpe¢i, zda piijaté pojistné bude postacujici na
vyplaceni vSech opravnénych pojistnych plnéni.

Teorie rizika je prvni oblast v pojistnych védach, ve které se vzhledem na prakticky
rozvoj zejména nezivotniho pojiSténi zacali pouzivat pokrocilé metody teorie
pravdépodobnosti a matematické statistiky.

Modely kolektivniho rizika, pokud bychom viibec nebrali v avahu jejich
mimoiaddny prakticky vyznam pro kratkodobé pojistné smlouvy, zejména pii
nezivotnim pojisténi, miZze slouzit jako ukéazka Siroké aplikace pravdépodobnostné-
statistickych metod. Jejich zdkladem jsou rozdéleni poctu a vySe individualnich
pojistnych plnéni

2. Pravdépodobnostni model kolektivniho rizika

2.1 Definice kolektivnihorizika

Oznac¢ime pismenem N pocet pojistnych plnéni za celé portfolio pojisStovny
v daném obdobi, pismenem X; velikost i-tého pojistného pInéni pro i = 1,2,......N. Pak

S= X1+X2+...+XN
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predstavuje celkovou (agregovanou) sumu pojistnych plnéni, tzv. kolektivni riziko
pojistovny po uvazované obdobi, nejcastéji kalendairni rok. Ptitom plati:

X1, X, ...., Xy jsou nezavislé a identicky rozdélené ndhodné veli¢iny,
nahodni veli¢iny N, X, X,, .., Xy jsou vzajemn& nezavislé,
pokud N=0, tak 1 S= 0.

Nasim cilem je najit alesponi pfiblizné rozdéleni ndhodné proménné S Prvnim
krokem k dosazeni tohoto cile je najit zdkladni charakteristiky kolektivniho riziko S
teda stfedni hodnotu E(S), rozptyl D(S)a koeficient §ikmosti ¥: .

2.2 Zakladni charakteristiky kolektivnihorizika S

Pomérné snadno lze dokazat, ze charakteristiky kolektivniho rizika miZeme
vyjadfit pomoci charakteristik ndhodnych veli¢in N a X; [3, s. 107-109].

Spole¢nou distribu¢ni funkce identicky rozdélenych ndhodnych proménnych X;
oznaéme F(). Dale at’ symbol m,, k=1,2,3,.... zna¢i k-ty poc¢ateéni moment identicky
rozdélenych individudlnich pojistnych plnéni X, tj. mc= E(X/). Potom plati

E(5)= E(Whn,

D(S) = EW)mna - mf) + DINImi
Specialni ptipady sloZené¢ho rozdéleni Sdostavame v zavislosti od rozdéleni poctu

vvvvvv

Poissonovo rozdéleni.

At je Scelkové pojistné plnéni, pficemz N mé Poissonovo rozdéleni s parametrem
A, symbolicky N~Po(A) a F(X) je spolecna distribu¢ni funkce identicky rozdélenych
individualnich pojistnych plnéni X Pak Sma slozené Poissonovo rozdeleni
s parametry A a F(X) a oznacuje se COPO(A, F(X)) (v souladu s oznacenim v anglické
literatuie).

V tomto ptipadé¢ plati [3, s. 110]:

E(S)=Im, D©E=Im, g = | m33 >0
(I'm,))?

Protoze A > 0 a X,> 0, plati 1 g,> 0. SloZené Poissonovo rozdéleni je tedy vzdy
pozitivné zeSikmené, dokonce i tehdy, kdyz je individuélni pojistné plnéni X negativné
zeSikmené. Pro velké hodnoty parametru A se rozdéleni CoPo(A, F(X)) stava
symetrictéj$im, protoZe plati, Ze g, ® 0, kdyz | ® ¥.

3. Aproximace kolektivniho modelu rizika

Aproximativni metody pro stanoveni rozdéleni pravdépodobnosti kolektivniho
rizika Sse vpraxi pouzivaji misto presnych analytickych vzorcl pro vypocet
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distribuéni funkce Fs( protoze ty jsou Casto piili§ slozité a pracné. Pozornost je
nejcastéji zaméfena na aproximaci rozd€leni S pomoci normdalniho rozdéleni a
posunutého gama rozdéleni.

3.1 Aproximace normalnim r ozdélenim

Casto pro kolektivni riziko Szndme zakladni charakteristiky: stiedni hodnotu
E(S) =

N
arozptyl D(S)=s2.Protoze S=Q X, je soudtem nezavislych a identicky
i =1
rozdélenych ndhodnych proménnych, nabizi se podle centralni limitni véty aproximace
rozdéleni Snormalnim rozd&lenim N(u = E(5), a* = D(s)).

Hustota normdlniho rozdéleni je symetricka, coZ znamena, Ze pravy konec
konverguje velmi rychle knule. Pfi mnohych typech pojisténi je vSak rozdéleni
Spravostranné, s pomalym klesanim pravé strany hustoty k ose X, tedy s dost vysokou
pravdépodobnosti 1 extrémnich pojistnych plnéni. Pro tyto typy pojiSténi ma normalni
aproximace tendenci podhodnocovat hodnoty P& = x) pro velké hodnoty X. Z pohledu
pojiStovatele je to velmi nezadouci skuteCnost, protoZe vysoké pojistné plnéni ma pro
n¢ho zavazny financni disledek.

3.2 Aproximace posunutym gama rozdélenim

Necht jsou zndmé ¢1 spolehlivé odhadnutelné tii1 zakladni charakteristiky celkového
pojistného plnéni § teda stfedni hodnotu E(S)=nm, rozptyl D(S):s * a koeficient
Sikmosti y- V' takovém piipadé mulzeme pouzit posunuté gama rozdéleni pro

aproximaci rozdéleni S Posunuté gama rozd¢leni je rozdéleni nahodné velic¢iny & + Y.
a

E
kde ndhodna veli¢ina Y méa gama rozdéleni s parametry a, B a charakteristiky 1]
& 2
DY) = —- . . Y =—.
B2 a koeficientem Sikmosti | ve [3, s 63]

Parametry K, o a B se ur€i za predpokladu, Ze nahodna proménna k +Y ma prvni tfi
momenty shodné s adekvatnimi momenty S které jsou zndmé. Ziskava se tim systém
tii rovnic s neznamymi kK, aa B [1, s. 93]:

2 z = i m=Kk + i
b? b

Protoze hodnoty p, 6 a y jsou podle ptedpokladu zndmé, postupné se vypoditaji
hodnoty neznamych parametri:
iz b=]2  k=g©S)-2
g S b

a = 2
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4. Aplikace metod aproximace kolektivnihorizika S

Pro ukédzku aproximace rozdé¢leni kolektivniho rizika Sjsme ptedpokladali, ze pocet
pojistnych plnéni ma Poissonovo rozdéleni s parametrem 4 = 1000 | Rozdéleni vyse
Skod X jsme nasli pomoci procedury Distribution Fitting statistického programového
syst¢tmu STATGRAPHICS Centurion XV. Vychazeli jsme ze znalosti 120 hodnot
individualnich pojistnych plnéni, uvedenych v [1, s. 36].

Data variable: x

120 values ranging from 3,0 to 32043,0

Fitted Distributions Kolmogorov-Smirnov Test
Lognormal Lognormal
mean = 2382,01 DPLUS 0,0520834

standard deviation = 7147,91
Log scale: mean = 6,62417
Log scale: std. dev. = 1,51758 DN 0,0867263

DMINUS ]0,0867263

P-Value 0,329632

Obr. 1: Vystup procedury Distribution Fitting, STATGRAPHICS Centurion XV
Zdroj: viastni

Na zakladé vystupu za systému STATGRAPHICS Centurion XV na Obr. 1
muzeme lognormalni rozdéleni s parametry

@=6,62417 9 ¢ =151758
odhadnutymi metodou maximalni vérohodnosti povazovat na hladiné¢ vyznamnosti

a =005 za vhodny model vyse individualnich pojistnych plnéni X, protoze hodnota P-
Value = 0,329632 Kolmogorovova-Smirnovova testu je vétsi nez @ = 0,05. [2, s, 86]

Vizuéln€¢ mizeme vhodnost tohoto rozd€leni posoudit na Obr. 2, kde je histogram
empirickych dat prolozen hustotou lognormalniho rozdéleni s odhadnutymi parametry.
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Obr. 2: Vizuélni posouzeni vysledku testzz dobré shody,

STATGRAPHIC Centurion XV
Zdroj: vlastni

Pro pocatecni momenty lognormdlniho rozdéleni plati vztah [3, s. 67]

kom+k2 2 ’

E(X"):e 2 Na zakladé tohoto vztahu byly vypoclitany prvni tifi pocatecni
momenty ™M« ndhodné veli¢iny X (Tab. 1):

Tab. 1: Po¢atecni momenty pojistnych plnéni X, MS Excel

s 2
k k>xm+k? =y My
1 7,611 2 020,292
2 16,789 19 552 940,142
3 27,533 906 554 660 446,952
Zdroj: [Viastni]

Déle byly vypocitany zékladni charakteristiky celkového pojistného plnéni
Spostupem, uvedenym v ¢asti 2.2. Jsou uvedeny v Tab. 2.

Na zaklad¢ c¢asti 3.1 mlZeme rozdéleni Saproximovat normalnim rozdélenim
S parametry 4 = 2020292 4 0% = 19682951585

142




Tab. 2: Zakladni charakteristiky S

E(S) 2 020 291,66667
D(S) 19 682 951 584,71930
g(S) 0,12449

Zdroj: viastni

Aproximaci kolektivniho rizika Sjsme provedli postupem, uvedenym v ¢asti 3.2.
Hodnoty odhadnutych parametr obsahuje Tab. 3.

Tab. 3: Hodnoty parametri posunutého gama rozdéleni

o 258,11589

B 0,00011

-233700,91177

Kolektivni riziko Sma tedy piiblizn€ stejné rozdéleni jako nahodna veliina -
233 700,9+Y, kde Y ma gama rozd¢leni s parametry @ = 238,116 a § = 0,00011.

5. Zavér

Znalost rozdéleni pravdépodobnosti kolektivniho rizika S, resp. celkového
pojistného plnéni pojiStovny za rok ma pro pojisStovnu mimoiadny vyznam. Je
zékladem feSeni mnoha kliCovych problémi, jako je stanoveni vySe pojistného,
rozhodovani o optiméalni formé zajisténi, posouzeni rizika pomoci hodnoty v riziku
VaR apod. Sttedni hodnota E(5) piimo definuje tzv. &isté (netto) pojistné. Znalost
rozdéleni S, alespoii aproximativniho, v§ak umozni najit jeho kvantily a stanovit tzv.
rizikové pojistné RP. Napfiklad jestli rizikové pojistné stanovime jako 95. percentil
rozdéleni S, teda BF = Soss: pojistovna piipousti riziko 0,05, ze vyinkasované pojistné
nebude postacujici na vyplatu pojistnych plnéni.

Piispévek je soudasti feSeni grantového projektu GACR 402/09/1866 s nidzvem
Modelovani, smulace a rizeni pojistnych rizik.
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