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Abstract: The principle of aggregation is a mathematical model which is useful in practice for
solving problems of economics and public administration too. Input-Output analysis use this
principle of aggregation. Input-Output analysis can be used for control at different levelsin
public administration.
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1. Uvod

Agregacni a dezagregacni princip ma Siroky prostor uplatnéni jak v teorii, tak 1 v praxi.
S vyuzitim tohoto principu se 1ze napf. setkat pfi feSeni rozsdhlych ekonomickych problémi,
které by bez tohoto matematického modelu nebylo mozZné tesit, anebo by jejich feSeni bylo
ptili§ naro¢né. Jednim z ekonomickych modeld, ktery tohoto principu vyuziva, je Input-
Output (déale jen 1-O) analyza. I-O analyzu lze vyuzit jako voditko pfi fizeni ve vefejné
sprave.

2. Input-Output analyza

Input-output analyza byva také oznaCovana jako meziodvétvova analyza, ktera pii
modelovani vyuziva také agregaCniho principu. Je mozné ji vyuzit na rtiznych urovnich
narodniho hospodatstvi. Pivodné byla vyuZivdna pro bilancovani na narodni urovni statu.
Postupné vznikaly aplikace na dal§ich urovnich — na Grovni regiondlni, ¢i az na urovni
podniku, nebo naopak na irovni mezinarodni.

2.1. Higtorie Input-Output analyzy

Historie I-O analyzy saha az do 18. stoleti. Francouzsky ekonom a fyziokrat Francois
Quesnay (1694 — 1774) zvetejnil v roce 1758 praci s ndzvem ,,Ekonomické tabulka‘“(Tabletu
Economique). V této praci je ve form&€ ekonomické tabulky zobrazeno francouzské
hospodafstvi. To bylo rozdéleno do tfi tfid — na tfidu vlastnikid pidy, podnikatele a pracujici
v zemédé@lstvi a treti tfidu pracujicich v ostatnich odvétvi hospodaistvi. Mezi témito tfidami
byly v Quesnayové ekonomické tabulce vysvétleny a zndzornény penézni toky. Tuto praci lze
povazovat za prvni makroekonomicky model.

,Ekonomickou tabulku‘“vyuzil ve druhém dile ,,Kapitalu“Karel Marx (1818 — 1883), a to
pti teoretické analyze reprodukéniho procesu.

Zaklady moderni I-O analyzy zformuloval ve tficatych letech 20. stoleti americky profesor
ruského piivodu Wassily Leontief (1906 — 1999).

3. Input-Output model

3.1. Klasicky I nput-Output model
Ptipomenime si zdkladni pfedpoklady a tvar I-O modelu.
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Narodni hospodafstvi je rozdéleno do odvétvi. Pro analyzu a fizeni hospodaistvi je
potiebny proporcionalni vztah mezi vyrobou a spotiebou. Déle se predpoklada, ze v ramci
odvétvi jsou uzivany piiblizné stejné technologie. K ¢asovému useku ziskana soustava bilanci
musi byt pfesna a komplexni.

Uvazujme 1 odvétvi, kde i=1,...,n, n > 0. Ozna¢me

X; produkci odvétvi J,

Xij produkci odvétvi i, ktera se spotiebovava v odveétvi j,
yi finalni uziti produkce v odvétvi i,

S ohledem na definice jednotlivych polozek dostaneme soustavu bilanci
aj X+ vyi=x; ihj=1,...n
Soustava piedstavuje distribucni vztahy.

Tuto neagregovanou bilanci meziodvétvovych vztahii mizeme vyjadrit ve vztahu:
Xe+y=x

Matici X nazyvadme bilanéni matici. Dale sloupcovy vektor y obsahuje finalni uZiti a
bilan¢ni rozdily a sloupcovy vektor x obsahuje vyrobu, tedy prvky yi jsou vétsi nebo rovny
nule a x; jsou vétsi nez nula.

V praxi pouzivané bilancni matice pro celé narodni hospodaistvi mivaji velké rozméry,
kdy n mize dosahovat fadu stovek ¢i tisicii. Pro dalSi zpracovani se vyuziva agregaéniho
principu, diky kterému pak lze celou bilanci upravit na rozmér, ktery umoznuje snadnéjsi
dalsi zpracovani.

Ptipomeiime si obecny model agregacniho principu.

U klasického modelu agregace predpokladame clenéni ekonomiky na jednotlivé sektory.

Ptedpokladejme, Ze sektory agregujeme do skupin sektorii. Je ziejmé, Ze pocet téchto
skupin bude mensinez n, tj. n* < n, kde n je podet sektori a N* je podet skupin sektort.

Uvazujme matici S ktera popisuje agregaci n polozek na n* polozek, kde n* < n. Matice S
ktera sestava z 0 a 1, ma n sloupcti a n* ¥adkd a pro jeji prvky plati

jiTi*p s., =1
jli*p s, =0.

i

Uvazujeme jiz zminénou bilan¢ni soustavu
Xe+y=x

Agregujeme-li tuto soustavu po fadcich, dostaneme soustavu+ ve tvaru
SXe+ Sy=Sx
Agregujeme-li matici SX po sloupcich, dostaneme matici
X"=SXS,

kde matice X" je opét ¢tvercovou matici, ktera ma n* fadkd a sloupc.
Tak dostaneme agregovanou soustavu
Xt et + y+ — X+,

kde
X=x,9=y".
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V praxi zvefejniované bilan¢ni matice jiz obsahuji data agregovand do nékolika desitek
tadka a sloupct. Jako ptiklad 1ze uvést tabulky dodavek a uziti sestavené v rdmci narodnich
aétd CR pro jednotliva obdobi, které jsou zvefejndny na strankach Ceského statistického
ufadu (www.czso.cz). Tyto tabulky ptfedstavuji jiz agregované tabulky dodavek a uZziti pro
narodni hospodatstvi CR, a to vzdy pro piisluiny rok. Clenéni téchto tabulek odpovida 59
skupindm v ramci ¢lenéni SKP (Standardni klasifikace produkce) a OKEC (Odvétvova
klasifikace ekonomickych &innosti)?.

Vztah pro agregovanou bilanci meziodvétvovych vztahii vyjadiime pro dal§i potieby
pomoci matice technickych koeficientd A:

AX +y =x.

Jeji prvky a; pfedstavuji pfimé normy spotieby, popf. jsou oznacovany jako koeficienty
meziodvétvovych vztahli a udavaji, kolik inputl z vlastnich a jinych sektorl je pottebnych
k produkci jedné jednotky konecného produktu. Déle se pro prvky a&; predpoklada, ze jsou
relativné stalé a nezaporné, a dale plati é a; <1, proviechnaj = 1,...,n.

Pro normu matice A plati, Ze
|Al| < 1.

Tyto vlastnosti pfimych norem spotieby zaruci fesitelnost rovnic soustavy.

Upravena bilance pomoci matice technickych koeficienti ndm umoZni odpovédét na
otazku, kolik musi jednotliva odvétvi celkové vyprodukovat, aby se mohla uspokojit konec¢na
poptavka.

Vychéazime tedy z rovnice Leontiefova modelu:

AX+ + y+ - X+.

Pak po tpravé ziskdme:

X'=(-A"Y.

Vyraz (I — A" je inverzni matice k matici (I — A). Jeji hodnoty udavaji, o kolik vice
produktti musi vyprodukovat odvétvi v fadku, aby mohlo odvétvi ve sloupci dodat jednotku
produktu kone¢né poptavce.

Také je zde mozné urcit zavislosti mezi jednotlivymi odvétvimi. Sectenim hodnot v
jednotlivych sloupcich dané inverzni matice lze urcit ta odvétvi, ktera maji nejvyssi vliv na
konecnou poptavku. Tyto informace mohou slouzit také jako voditko pfi fizeni ve vetejné
spravé, ktera mize jednotlivé vybrané oblasti vhodné podporovat.

3.2. Regionalni I-O model

Jak jiz bylo zminéno, klasicky I-O model, ur€eny pro bilance na narodohospodarské
urovni, se da vyuZzit i na Urovnich jinych. Jednou z nich je regionédlni I-O model. Pti jeho
sestavovani je potieba zohlednit vzajemné vazby mezi regiony.

! Standardni klasifikace ¢innosti (SKP) byla od 1.1.2008 nahrazena Klasifikaci produkce (CZ-CPA) — podle § 19
odst. 2 zakona ¢. 89/1995 Sb., o statni statistické sluzb&, ve znéni pozdéjsich predpist.

2 Odvétvova klasifikace ekonomickych &innosti (OKEC) byla od 1.1.2008 nahrazena Klasifikaci ekonomickych
¢innosti (CZ-NACE) — podle § 19 odst. 2 zakona ¢. 89/1995 Sb., o statni statistické sluzb¢, ve znéni pozdé&jsich
predpist.
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U klasického I-O modelu jsou zohlednény vazby mezi odvétvimi narodniho hospodaistvi.
U regionalniho I-O modelu musi byt zohlednény vazby za prvé mezi jednotlivymi regiony
uvnitt hospodarstvi, které nepodléhaji zadnym omezenim, a za druhé vazby souvisejici
s mezinarodnim obchodem, tedy ty, které podlé¢haji riznym omezenim (napi. celni opatieni).
Podle zplisobu spojeni mezi regiony pak uvazujeme multiregionalni nebo interregionalni I-O
modely.

3.3. Zobecnény |-O model

Dulezitost klasického 1-O modelu spocivd v moZnosti jeho vyuziti pro bilanci
meziodveétvovych vztahl. Tento model se, jak jiz bylo uvedeno diive, nemusi omezovat pouze
na bilancovani meziodvétvovych vztahli na narodni Urovni, popt. regionalnich trovnich.

[-O model Ize zobecnit napft. pro bilanci ¢innosti na vztahy vécné (odvétvove) organizacni.

Uved’me si tento model.

Uvazujme i komodit, kde i = 1,...,ma kde m> Qaj ¢innosti, kde j = 1, ..., nakde n> 0.

Oznacme

Xij vstup komodity i, ktery se pouziva pro ¢innost J,

yi finalni uziti komodity i,
z;j vystup komodity I pfi ¢innosti j.

Pak dostaneme soustavu bilanci
é.inj+yi:é.jZij; i:i,..., m;j:1,..., n.

V ptipad¢, kdy m = n; dostaneme klasicky 10-model.

Problémem ale je fakt, Ze poc¢et komodit i a pocet ¢innosti ] nemusi byt shodny.

Pokud je pocet ¢innosti vétsi nez pocet komodit, I1ze tento problém fesit zavedenim vhodné
ucelové funkce pomoci linedrniho programovani. Optimalni feSeni vSak obvykle vyfadi
nékteré ¢innosti. Je proto lepsi pouzit metody zobecnénych feSeni systému linearnich rovnic.
Tyto metody vyuzivaji k feSeni (Mooreovy-Penroseovy) pseudoinverzni matice [5].

Pro ur€eni pseudoinverzni matice je mozné vyuzit fady numerickych metod. Mezi tyto
metody patii napf. biortogonalizaéni metoda, rekurentni n-krokova metoda (podle Graville)
anebo rekurentni metoda Zukovského-Lipcerova.

Rozsah tohoto pfispévku bohuzel neumoziuje uvést matematické vzorce a vztahy
zminénych metod.

4. Zavér

[0-model je dilleZitym nastrojem pro fizeni jednotlivych oblasti narodniho hospodatstvi. Je
jednim z nastroji vytvarejicich podklady, na jejichz zéklad€ lze na riznych stupnich vetfejné
spravy rozhodovat o podpoife jednotlivych odvétvi, popt. oblasti nebo Cinnosti. Jejich
zamérem je fizeni, zlepSeni nebo oziveni ¢i podpora téchto odvétvi nebo oblasti, popf.
¢innosti, které maji pozitivni dopad na sledovanou oblast ekonomiky, at’ jiz podpory tykajici
se zvySeni poptavky, ktera se projevi zvySenim produkce, nebo naptf. podpory oblasti a
¢innosti, jejichz zdmérem je zvySeni zaméstnanosti, aj.

Klasicky 10-model, zpracovavajici data na narodni urovni, je dilezity pro rozhodovani ve
vefejné spravé na nejvyssi arovni, regionalni model a jeho vystupy jsou dulezité pro fizeni
vetejné spravy predev§im na krajskych urovnich, a tyto pak prechazeji 1 na niZsi stupné
vefejné spravy.
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V Ceské republice jsou data pro klasicky I0-model pravidelné zvefejiovana na strankach
Ceského statistického ufadu. Na regionalnich urovnich miize byt s vyuzitim tohoto modelu
problém v diisledku nemoznosti ziskani vSech dat potfebnych pro sestaveni modelu. Zde je
mozny prostor pi1 vyuzivani zobecnénych I0-modelt, které by mohly byt voditkem pfti fizeni
¢innosti 1 na raznych urovnich vefejné spravy.
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