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Abstrakt

Prace se zabyva softwarovou podporou pro fizeni rozsahlych
projekti. Je zkoumdana problematika rozmisténi zdroji v projektu pfi
minimalizaci celkového Casu pro jeho vykonani. Déle jsou analyzovany

nekteré algoritmy pro praci s metodami PERT, CPM a Branch & Bound.
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Uvod

V soucasnosti je stdle vice vyuzivdna pocitacova podpora pro
fizeni rozsdhlych projektd v riznych védnich oborech. Jednotlivé
projekty se skladaji zmnoha dil¢ich ¢innosti a je zapotfebi vhodné
naplanovat, jak tyto ¢innosti na sebe budou navazovat, kdy a kym budou
vykonavany. Za timto ucelem bylo vytvofeno n¢kolik algoritmt, které
optimalizuji celkovy €as na dany projekt s ohledem na omezeni zdroju.
Tyto tlohy lze fesit pomoci ruc¢nich vypocta, ale pti velmi rozséhlych
projektech jsou tyto vypocty zdlouhavé a snadno muze dojit k chybam,
které maji vliv na vysledek. Pocitatova podpora k feSeni téchto tloh
umoznuje tyto projekty v kratkém casovém intervalu provést, zarudit

piesné vysledky a v pfehledné formé je zobrazit.

Préace se zabyva vytvoieni pocitacové podpory pro fizeni projektii
s ohledem na minimalizaci doby realizace s respektovanim kapacitnich
omezeni jednotlivych ¢innosti. Déle se prace vénuje metodé kritické

cesty, metodé PERT a metod¢ Branch & Bound.



1. Motivace

Rozvoj primyslovych odvétvi a riznych védeckych oborti vedl
k pottebé planovani, koordinace a kontroly rozsahlych a slozitych
projekti v téchto oblastech. Pro fizeni ukoli byla vytvofena sitova
analyza, coz je souhrnny nazev pro metody, jejichz zaklad tvoii teorie
grafii, teorie pravdépodobnosti a védecké programovani. Zaklad sitové
analyzy tvoii metoda kritické cesty (CPM — Critical Path Method) a
planovaci syst¢tm PERT (Program Evalution and Review Technique).
Dale do této oblasti spada nespocet modifikaci téchto metod, jelikoz ob¢

zéakladni metody se vyznacuji svou jednoduchosti a ptehlednosti.

1.1 Historie

1.1.1 Pfedchidci CPM a PERT

Jednim z prvnich zplisobl zobrazeni a feSeni optimalizace byly
Ganttovy diagramy, které Henry Gantt publikoval vroce 1910. Tato
metoda byla pouzivana téméer 50 let. Z hlediska feSeni projektd byla
nedostatkem Ganttovych diagramii skute¢nost, Ze nezachycuji vztahy a
zéavislosti mezi dil¢imi ¢innostmi. Nehodi se na fizeni Cinnosti, kde je

nutna koordinace.

Objevily se 1 dal$i metody, které danou problematiku graficky
zobrazovaly jinym zptisobem. Jednou z nich byly postupové diagramy,
které¢ dokazaly vyloucit zbytecné pohyby na pracovisti, a zvysit tak
vykon prace co v nejkratSim mozném cCase za minimalni pracovni
namahy. Po 1. svétové valce byl v Némecku vytvoren systém REFA,
ktery pomohl vyvést Némecko zekonomické krize. Tento systém
znazoriioval pracovni ¢innosti. Jednotlivé ¢innosti rozebiral, dokud

nebyla kazda slozka jasné a ¢asové méfitelna.

1.1.2 Historie kritické cesty

Vroce 1957 vyvinuly spolecnosti E. I. Du Pont de Nemours
& Co. a Sperry-Rand Corporation metodu kritické cesty. Cilem tohoto
vyvoje bylo vytvoreni néstroje pro fizeni slozitych ¢innosti pii vystavbé
zafizeni, rekonstrukce zafizenich a pfi vyvoji novych chemickych

vyrobkli. Prvni zkuSebni aplikace se uskute¢nila v zari 1957. Jeji
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vysledky byly dokonceny v kvétnu nasledujictho roku. Jednalo se
o vystavbu zafizeni v hodnoté 10 mil. dolarii. Ukézalo se, Ze 1ze piesngji
stanovit pocet pracovnikli a zaroven zkratit dobu realizace o 2 mésice a
to bez zvySeni nékladi. Pii vynaloZeni nakladf vysSich o 1% bylo mozné
zkratit dobu o dalsi 2 mésice. Tyto vysledky vzbudily velkou pozornost.
Dalsi vyuziti aplikace této metody byla oblast udrzby. Slo o preventivni
udrzbu reaktoru vtovarné na vyrobu neoprénu. Tato aplikace byla
ukoncena roku 1959 a jeji vysledky byly ptekvapujici. Podafilo se snizit
dobu trvani ze 125 hodin na 93. Bylo nalezeno 25 kritickych ¢innosti
z celkovych 225, jejich urychlenim bylo mozné snizit dobu trvani opravy
az na 78 hodin. Vyznamné zmény byly provedeny i v oblasti postupu

prace. Autory metody CPM jsou James E. Kelly a Morgan R. Walker.

1.1.3 Vznik metody PERT a Branch & Bound

Po¢atkem roku 1958 tym operadni analyzy prace v Ufadu
vale¢ného namotnictva USA zacal vyvijet nové fidici metody v oblasti
vyvoje raketovych systému. Jednalo se o vyvoj systému rakety Polaris.
Na vyvoji spolupracovali Williard Hazard, pracovnici spole¢nosti Booz
Allen & Hamilton, zastupci spolecnosti Lockheed Missiles a pracovnici
Utadu vale&ného namoinictva. V ¢ervnu roku 1958 vydala tato skupina
zpravu PERT, Summary Report, Phase I. V fijnu tohoto roku byl
navrzeny systém zkuSebné¢ aplikovan pro vyvoj zékladnich tii polozek
této zbrand. Slo o 23 sitovych diagram®, 2000 uzlt a 3000 &innosti.
Uvadi se, ze doslo ke zkraceni vyvoje rakety o dva roky. Za autory jsou
povazovani D. G. Malcolm, J. H. Roseboom, W. Fazar a C. E. Clark,
ktery polozil dulezité podklady ve své publikaci o sitovych grafech.

Obé¢ tyto metody se rychle rozsitily zejména ve stavebnictvi a
prumyslu. Postupem casu byly rozsifeny dalSimi postupy pro specifické
ucely. V roce 1960 byla ptredstavena metoda Vétve a hranice (Branch and
Bound) pro linearni programovani. Autory jsou A. H. Land a A.G. Doig.
Zakladem jsou pfiiblizné vypocty, které vylucuji moznosti majici
nepfiznivou dobu trvani. Vyuzivdna je pro rizna optimalni feSeni,

zejména v diskrétni a kombinatorické optimalizaci.
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2. Teoretické zaklady

2.1 Nékteré pojmy teorie grafii
Incidence p grafu piifazuje kazdé jeho hrané neuspotradanou
dvojici vrcholii. Je-li incidence hrany /€ X : p(h)=(u,v) hovoiime, Ze

hrana 4 inciduje s vrcholy u a v. [4]

Neorientovanym grafem rozumime uspoiadanou trojici G = (V,
X, p). Prvky mnoziny V nazyvadme vrcholy grafu G, prvky mnoziny X
hranami grafu G a zobrazeni mnoziny X na mnozinu vSech

neusporadanych dvojic ¥V ® V' — p incidenci grafu G.

Orientovanym grafem D = (V, Y, p) nazyvame usporadanou
trojici mnozin V, Y a zobrazeni p mnozinyY — V xV . Mnoziny Va Y
maji obdobny vyznam jako u neorientovanych grafii s tim rozdilem, ze
mnozina Y je tvofena usporadanymi dvojicemi [u, v] prvkli mnoziny V,
pficemz u #v a kazda takovato dvojice se vyskytuje v mnoziné¢ Y

nejvyse jednou.

Sled S je stfidava posloupnost bezprosttedné po sobé

nasledujicich vrchola a hran grafu G = (V, X, p), pokud:

S = {uo,hl,ul,hz,uz,...,un_l,hn,un}, kde

hoeX,p(h)=u, ,,u,)proi=1,.,n,u eVproi=1,...n,

Tah je sled, ve kterém se neopakuje zadna hrana.
Cesta je tah, ve kterém se neopakuje zadny vrchol.

Drahou (orientovanou cestou) nazveme orientovany sled, ve
kterém se neopakuje zaddny vrchol. Orientovanou cestu mezi dvojici

vrcholii u, v v orientovaném grafu G = (V,Y, p) znacime m(u,v).

Maximalni drahou z vrcholu « do vrcholu v orientovaného grafu
G =(V, Y, p) nazveme drahu m'[u, v], pro kterou plati:
ZO[h] = max { Zo(h)}, kde M je mnozina vSech drah m[u, v].
hed|

m [u,v]eM

hem*[u,v] u,v]
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Acyklicky graf je orientovany graf, ktery neobsahuje zadny
cyklus.
Sitovy graf je orientovany, neorientované¢ souvisly, hranoveé

ohodnoceny, acyklicky graf vyjadfujici ¢asovou a vécnou ndvaznost

jednotlivych ¢innosti projektu.

Vrcholové (hranové) ohodnocenym grafem nazveme graf
G=V,Y,p), pokud existuje funkce o(v) (resp. o(h)), ktera pftitadi
kazdému vrcholu v e V' (hran€ 4 € Y ) nezédporné ¢islo vyjadiujici urcitou
kvantitativni nebo kvalitativni vlastnost vrcholu (hrany).

Matice primych vzdalenosti

Matice piimych vzdalenosti hranové ohodnoceného grafu G (V, Y,

p) je Ctvercova matice D = (d i )szl, pro kterou plati:
d; =o(h),jestlize 3 he Y, pro kterou p(h) = (vi, v)), i # j
d, =, jestlize Ahe Y, pro kterou p(h) = (v;, v)), i # j

d,=0,proi=j

2.2 Pojmy 7 oblasti algoritmii pro operace s grafy
Asymptoticka sloZitost klasifikuje pocitacové algoritmy. Jedna
se o funkci udévajici, jakym zptisobem se bude chovani algoritmu ménit

v zavislosti na zméné velikosti vstupnich dat. [6]

Topologické uspoiadani vrcholii a hran grafu G je takova
posloupnost  v,,v,,...,v, vSech vrcholi grafu, Ze kdykoliv vede
orientovana hrana z v; do v;, plati i <j. To znamen4, Ze poc¢atecni vrchol
hrany je v topologickém uspotfddani uveden vzdy diive nez koncovy
vrchol téZe hrany. Pokud existuje topologické uspotfadani vrcholi a hran,

pak je graf acyklicky. [2]

-12 -


http://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus

2.3 Pojmy 7 oblasti datovych struktur
Abstraktni datovy typ (Abstract Data Type - ADT) je

matematicka struktura skladajici se z:
e jedné nebo vice domén

e jedné nebo vice matematickych operaci na prvcich téchto

domén

Abstraktni datovy typ umoziuje skryt implementaci jednotlivych
operaci nad danym datovym typem a zptsob fyzického ulozeni
informace v proménné dané¢ho datového typu. Hlavnim cilem je
zjednodusit a zptehlednit program, ktery provadi operace s danym

datovym typem. [6]
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3. Formulace problému

Pro ucely tizeni projekti je nutna dokonala znalost problému.

Systém pro fizeni projektti by mél spliiovat ndsledujici podminky[3]:

a) Systém by mél nabizet kompletni a pfesné informace urcujici
vztahy a zavislosti mezi jednotlivymi dil¢imi c¢innostmi.
Pomoci téchto informaci bychom méli byt schopni vytvofit
piesnou organizaci pracovnich postupti tak, aby byla

koordinace vSech dil¢ich prvkil projektu co nejefektivnéjsi.

b) Umoznéni vytvoreni lhiitového pladnu v takové mife, abychom
dokazali urcit, které ¢innosti maji vétsi prioritu pro dokonceni
celého projektu. Pokud by vznikly néjaké problémy, méli
bychom byt schopni na né€ reagovat a provadét riiznd opatieni

pro zamezeni vzniku zpozdéni celkové doby projektu.

¢) Urcovani efektivniho vyuziti vesSkerych zdroju projektu. Jedna
se o rozmisténi zdroji v projektu pii minimalizaci nakladl a
soucasné vyuziti téchto zdroji pfi minimalizaci ¢asového

trvani projektu.

Tyto pozadavky jsou splnény obéma metodami — CPM 1 PERT.
Hlavni rozdil mezi t€émito metodami je pohled na ¢asové, ptipadné vécné
ohodnoceni ¢innosti grafu. Metoda kritické cesty (CPM) ma dobu trvani
dil¢ich c¢innosti jednoznaéné urcenou, zatimco PERT je metodou
stochastickou. Jednotlivé Cinnosti jsou vyjadieny tfemi odhady, které
jsou brany jako nahodné proménné surCitym = rozdélenim
pravdépodobnosti. Metoda PERT umoznuje urcit pravdépodobnost

ukonceni celého projektu i jeho vymezenych etap.

K tomu, aby byl projekt realizovan, nestaci pouze urcit ¢asovy
prubéh, ale 1 feSit otazku pracovnich sil a materidlniho zabezpeceni.
Casto dochazi k nedostatku pozadovanych zdrojii, ¢imz se muze

zkomplikovat v€asné splnéni projektu.
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Metody sitové analyzy umoznuji tyto problémy fesit a provadéji
rozbor, zda-li je nutné zacit dil¢i ¢innosti diive, ptipadné je urychlit nebo

zpomalit.

Na zacatku projektu je nutné vytvofit ¢asovou organizaci celého
projektu, rozvrhnout zavislosti jednotlivych aktivit a brat v potaz
dostupné zdroje a pracovni sily. Poté se pfistoupi ke konstrukei sitového

grafu.

Pfi sestavovani sitového grafu je tfeba nejdiive urcit pro jaky
projekt mé byt sestaven a jakd metoda sitové analyzy bude pouzita a to
tak, aby vysledky, které jsou pozadovany, byly co nejvice dostacujici
k jeho realizaci. Jelikoz se tato prace zabyva hned nékolika metodami,

budou dané problémy a pouzité algoritmy rozebrany oddélené.

3.1 Sestaveni sit’ového diagramu

Prvkem grafu je vrchol, ktery znazorfiuje okamzik v case, kdy
zaCina nebo konci nekterd z Cinnosti. VSechny cinnosti vychdzejici
z jednoho vrcholu maji spole¢né vSechny bezprostiedné predchazejici
¢innosti. Vyjimku tvofi pocatecni nebo koncovy vrchol, do kterého

nevchdzi zadna z hran, respektive z n¢j zadnd hrana nevychazi.

Jednotlivé dil¢i Cinnosti jsou v sitovém grafu zndzornény pomoci
hran. Kazda hrana ma 2 uzlové body. Kazdéa spojnice mezi vrcholy tedy
odpovidd urcité Cinnosti. Tento zplisob vSak nestaci k feSeni vétSiny
problémil. Nejde pouze urcit, které dil¢i operace je nutné vykonat, ale je
nezbytné dodat, v jakém potadi a jak na sebe navazuji. K zndzornéni
projektu je nutné pouzit nejen realnych hran, piedstavujicich realné
¢innosti, ale 1 fiktivni ¢innosti, které neprobihaji v zd&dném case, ani

nespotiebovavaji zadné zdroje.
Zakladni pravidla pro sestaveni sitového grafu:

1. Kazda cinnost mé vzdy jeden uzel pocatecni a jeden uzel
koncovy. Pomoci téchto vrcholi je kazda Cinnost jednoznacné

uréena.
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2. Sitovy graf ma vzdy jeden pocatecni a jeden koncovy uzel.
Pokud ma diagram vice vstupnich vrcholi, fesi se dany projekt
tak, ze je vybran libovolny z pocatecnich uzli a z néj jsou vedeny
fiktivni Cinnosti do ostatnich pocate¢nich vrcholi. Tento postup

se nazyva normalizace sitového diagramu.
3. Sitovy graf musi popisovat spravné zavislosti jednotlivych
dil¢ich ¢innosti. Tyto zavislosti lze vyjadfit pomoci fiktivnich

éinnosti.

On, /O O=0=0

L fiktivni 2innost

oo e 2 "e

chybne spravne

Obrazek. 1: Fiktivni ¢innost — Zdroj: [4]

Jestlize jen urcitd c¢ast naslednych Cinnosti zavisi na dokonceni
pfedchozich cinnosti, pak je potifeba tyto cinnosti oddélit od
ostatnich tak, aby byly nezavislé. A to pomoci fiktivnich hran
jako je znazornéno na obrazku 1. Cinnost ¢ zavisi na ¢innostech
a, b, ale ¢innost d zavisi pouze na dokonceni ¢innosti b. Diky

fiktivni hrané je ¢innost d uvolnéna ze zavislosti na ¢innosti a.

4. Soubézné Cinnosti v sitovém diagramu jsou odd€lovany
¢innostmi fiktivnimi. Takto zakreslené Cinnosti (obrazek 2) by
byly vrozporu s prvnim pravidlem o jednoznacnosti urceni

¢innosti.

: C)/Q fiktivni Cinnost

Obrazek 2: Nasobna hrana — Zdroj: [4]

5. Sitovy diagram nesmi obsahovat cyklus. Vznik v cyklu znamena,
ze diagram obsahuje logickou chybu a nelze projekt nikdy

dokondit.
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Pii sestavovani sitového grafu se predpokladd znalost vSech
¢innosti, ¢innosti jim pfedchazejicich a cinnosti, které za nimi

bezprostfedné nésleduyji.

3.2 Problematika kritické cesty

3.2.1 Lhiitové ukazatele a zasady metody CPM
Pro vypocty lhutovych ukazateli jsou potieba tyto zakladni

informace:
e Seznam vSech ¢innosti, které jsou potieba k realizaci projektu
e Potiebny Cas k vykonani jednotlivych ¢innosti
e Vazby a zavislosti mezi ¢innostmi

S vyuzitim téchto udajii pomoci metody kritické cesty muzeme
vypocitat pro kazdou cinnost jeji lhatové ukazatele. Metoda kritické
cesty rozhoduje, které aktivity jsou kritické pro dokonceni projektu (tyto
¢innosti lezi na kritické cest€) a odhaluje, které ¢innosti maji pruznou
dobu pro jejich vykonavéni (Cinnosti nekritické). Kritickou cestu tvoii
posloupnost ¢innosti s nejdelsi dobou trvani, urcujici nejkratsi mozny cas
trvani realizace projektu. Jakdkoliv prodleva na kritické cest¢ ma za
nasledek prodlouzeni celkového casu na dokonceni projektu. To
znamend, ze neexistuje zadny volny ¢as pro tyto ¢innosti. Projekt miize
mit vice kritickych cest. SoucCasné s kritickou cestou existuji 1 cesty,

jejichz ¢as na dokoncenti je kratsi. Tyto cesty se nazyvaji nekritické.

Tyto vysledky umozniuji projektantim a fidicim projektantim
rozdelovat prioritu jednotlivym ¢innostem ke zkradceni doby dokonceni
projektu. K provedeni algoritmu pro urCeni kritické cesty pouzivame

nekolik lhutovych ukazatelt.
o[vi, vj] — doba trvani ¢innosti [v;, v/]
t; — nejdiive moZzny termin zahajeni Cinnosti [v;, v/]
t; — nejdiive mozny termin ukonceni ¢innosti [v;, v;]

/ . v ’ ’ I3 ;v .
t; —nejpozdéji nutny termin zahdjeni ¢innosti [v;, /]
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t j/ —nejpozdéji nutny termin ukonceni ¢innosti [v;, v/
Dj; — maximalni disponibilni ¢as, D;;= ¢ J/ -t

dyj — minimalni disponibilni ¢as, dj;= 1, —t/

R; — interferenéni rezerva i-tého uzlu, R, =¢/ —1,
R; — interferen¢ni rezerva j—tého uzlu, Rj =t J/ -,
R; —celkova casova rezerva, R; =D, — o[v,. ,V j]

R —nezavisla Casova rezerva, R; = dl.j - o[vl. , vj]

R —volna Casova rezerva, R; =t; — 1, —o[vi,v/]

m olvi, vl m

»
>

|t 6|t
SUID R R t

' maximalni disponibilni §as

\ 4

minimalni disponibilni ¢as

Obrazek 3: Lhutové ukazatele metody CPM — Zdroj: [3]

3.2.2 Postup vypoctu kritické cesty [3]

1. krok: Vsitovém grafu polozime hodnotu nejdiive

mozného zacatku projektu 7p= 0.

2. krok: Urc¢ime casy nejdiive moznych zacatki dil¢ich

¢innosti projektu #; pomoci algoritmu na uréeni maximalni

drahy.

3. krok: Posledni urcend hodnota udava nejdiive mozny ¢as

t, dokonceni celého projektu.

4. krok: Urc¢ime cas nejpozdé€ji mozného ukonceni celého

projektu, ktery je roven ¢asu nejdiive mozného ukonceni

projektu ¢, (tn =t )
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5. krok: Uréime casy nejpozd€ji nutného ukoncenich
jednotlivych  dil¢ich ¢innosti ¢/ .Kazdému vrcholu
v, € V ptitadime hodnotu ¢/ =0, pro i=12,...,n—1.
Hleddame orientovanou hranu heV, p[h]:[vl.,v jJ pro

kterou plati:
tl./ —o[vi,vj].

5a. krok: Pokud orientovand hrana, ktera spliuje
danou nerovnost, existuje, pak miizeme urcit ¢as

nejpozdéji nutného ukonceni Cinnosti:
Y
1, =1, —ovl.,vj].
5b. krok: Jestlize neexistuje hrana, ktera by spliiovala
tento vztah, pokracujeme krokem 6.
Cas nejpozdgji nutného ukonéeni ¢innosti ve vychozim uzlu
v, €V jeroven t, =0.
6. krok: Kritickou cestu m[v,,v,] vytvoiime tak, Ze pro

vSechny ¢innosti ur¢ime celkovou ¢asovou rezervu:
c _ 4/
R; =t; —t, —o[v[,vj].

Cinnosti, pro které plati R; =0 lezi na kritick¢ cest¢ a jsou
kritické.
Kriticka cesta je libovolnd dréha, u které je soucet ohodnoceni
hran je maximalni. VSechny ¢innosti na této draze jsou Kritické ¢innosti.

Prodlouzenim libovolné kritické ¢innosti o ¢as e dojde k prodlouzeni

celkové doby pro dokonceni projektu #, o Cas e.

3.3 Problematika metody PERT
Pti fizeni lidské ¢innosti je velice obtizné presn¢ odhadnout délku
trvani. Musime brat v Givahu 1 miru rizika pfi vykonavani dil¢ich ¢innosti,

jakozto urcity vliv nahodilosti a néjakym zpiisobem ji ohodnotit.
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Pti rozsahlejSich projektech vyrazné roste stupenl nejistoty a riziko
s nim spojené vcasného ukonceni celého projektu. Tento problém si zada
brat v avahu prvek nahodilosti, ktery je potfeba néjakym zplisobem

kvantitativné vyjadfit pro vypocet.

3.3.1 Casové odhady

Vzhledem k nemoznosti opakovani vétSiny cinnosti vznika
problém nedostatku statistickych dat, na jejichz zakladé by byla urcena
délka celého projektu. Nezbyva, nez se spolehnout na zkuSenosti a
usudek pracovnikll — ti jsou do jisté miry schopni odhadnout podminky a
rizika realizace dil¢ich ¢innosti. Odhad se provadi v Casovém intervalu,
ktery je urCen minimalni a maximalni dobou trvani Cinnosti. Dale je
potieba jest¢ odhadnout, vjakém case bude CcCinnost s nejvetsi

pravdépodobnosti ukonc¢ena. Mame tedy tii odhady, které se nazyvaji:

Optimisticky odhad trvani ¢innosti — oznacujeme jej symbolem
a. Je to nejkratsi uvazovana doba trvani Cinnosti. DodrZeni tohoto
terminu je ale velice nepravdépodobné. Ke splnéni tohoto terminu by

musela byt dokonald souhra vSech okolnosti s jistou davkou §tésti. [3]

Odhad nejpravdépodobnéjsi doby trvani ¢innosti — znacime m.
Pokud bychom danou ¢innost provadéli opakované, pak by pravé tento
odhad Casu byl nejcastéji realizovan. Jednd se o modus pfislusného

rozdéleni pravdépodobnosti.

Pesimisticky odhad doby trvani ¢innosti — b. Doba, kterd je
odhadovana jako nejpozdéji mozna k dokonceni ¢innosti. Tento termin
ma stejné jako optimisticky odhad velmi malou pravdépodobnost, jelikoz
je bran se vSemi moznymi ptedvidatelnymi obtizemi, které mohou pfi

vykonavani nastat.

3.3.2 Rozdéleni pravdépodobnosti doby trvani ¢innosti

Ptedchozi tfi odhady jsou transformovany na jeden odhad ¢, ktery
je dale pouzivan pro vypocet dalSich lhiitovych ukazatelti. Tyto odhady
umoziuji  konstruovat  hypotetickou  kfivku  funkce rozdéleni

pravdépodobnosti.
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Kiivka hustoty pravdépodobnosti miize byt symetricka v ptipade,
ze t, = m. Nebo asymetrickd, kdy je jeji zkoseni bud’ vlevo nebo vpravo.
V praxi se ovSem pouziva pripad znadzornény na obrazku 4, protoze

odhad b byva zamérn€ nadhodnocen.

Fravdepodabnost vzniku

[ |

[
5 m i h Doba treani
Obrdzek 4: Beta rozdélent’

Modus (m) a rozpéti (a — b) jsou dulezitymi charakteristikami
polohy a variability rozdéleni doby trvani €innosti, ale nelze s nimi dale
pracovat, jelikoz snimi nelze provadét odhady pravdépodobnosti a

vypocty lhiitovych ukazatelt.

Tyto charakteristiky ovSem vedou k vypoctu dalSich dvou
charakteristik, stfedni hodnoty 7. a smérodatné odchylky o, doby trvani
¢innosti, které jiz spliuji pozadavky odpovidajici naSim potfebam.

Systém PERT ptedpoklada, ze ndhodna velicina, kterou je doba
trvani ¢innosti, ma rozd¢leni beta.

Funkce hustoty pravdépodobnosti je ddna vztahem:

f(x)zﬁxp_l(l—x)ql,prOOSxél, [3]

kde B(p,q)= Ip)rlg) vychazejici ze vztahu funkce beta k funkci

I(p+q)

gama.

! Zdroj: http://www.ce.cmu.edu/pmbook/images/fig9 _9.gif
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Distribuéni funkce je ddna vztahem:

Flr) =—— [ 27 (1-x)""dr.

0

S vyuzitim pravidla tff sigma ur¢ime hodnotu &, pro B-rozdéleni

aproximovanu jednou Sestinou rozpéti:

b-a
o, = ,
‘ 6
z ¢ehoz plyne vztah pro rozptyl:
2
ol = (b-a)
‘ 36

Vypoctem pocatecniho momentu zrovnice rozdéleni hustoty
B—pravdépodobnosti 1ze s vyuzitim nékolika dil¢ich Uprav dospét ke

vzorci pro ocekavany cas:

, 4 +4m+b
e 6 *
3.3.3 Vypocet hodnot 7', T}, Orys 0,2 R"
Casy jednotlivych uzli grafu chapeme jako ndhodné proménné
rozdéleni pravdépodobnosti blizici se asymptoticky k normalnimu

rozdéleni N(,u,az), kde i je stfedni hodnota rozdéleni a o’rozptyl

rozdéleni.

Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni je dana vzorcem:

(x—n)*
2

1 —

.e 20

flx)=

o221
Stfednimi hodnotami normalniho rozdéleni jsou lhiitové ukazatele
T, a T,"[3]. T, je délka maximalni drahy z poc¢ate¢niho uzlu vy do uzlu

vi. Vysledny vztah je pak dan vztahem:

Ty = >t[n].

he/; [vo Vi ]
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Smeérodatna odchylka Casu 7, je pak analogicky vyjadiena:

2

_ 2
O-Tbt'i - ZGtE [h]
hem[vg,vi |
T," je celkovy ¢as maximalni drahy z uzlu v; do koncového uzlu
Vi

TLVi :TLVH - Zte[h]'

hE’;’[Vi Vn ]
Pro smérodatnou odchylku ¢asu 7" plati vztah:

2
O = ZO'fE [7]] .

hE’;’[Vi Vn ]

Casy Tz a T, predstavuji stfedni hodnoty dvou na sobd
nezavislych  normalnich  rozd€leni, jejichz  kiivky  hustoty
pravd&podobnosti jsou zavislé na o a o . Cim vys§i je hodnota
smérodatné odchylky, tim maé kiivka hustoty pravdépodobnosti plossi

tvar.

Hodnota rezervy v uzlech se muze zvétSovat nebo zmensSovat.
Miize se stat, ze bude dokonce nabyvat zapornych hodnot. Tento piipad

muze nastat pouze tehdy, jestlize se obé kiivky protinaji. To znamena, Ze
hodnota 7', mze byt vétsi nez hodnota 7", potom plati:
T, -1 =—-R.[3]

V takovém piipadé muze dojit k ohrozeni vcasného splnéni
celého projektu. Z tohoto divodu je nekdy ucelné zkoumat i nekritické
uzly a zjistovat sjakou pravdépodobnosti se tyto uzly mohou stét

kritickymi P{R <0}.
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Je potieba urcit podil rezervy se zdpornym znaménkem a druhé

odmocniny souctu rozptyli obou rozdéleni:

U= T T, =—R,kde

[ 2 2

(ox
O'TE + O'TL Tx
2

2 2 2
Ofr,-1,) =Or, +Or, =0p,. [4]

Hodnoty pravdépodobnosti odecteme z tabulky distribu¢ni funkce

normalniho rozdéleni N(O, 1):

-R
PR<O}=® — |=D(u).
Or,
Hodnota u zavisi jak na velikosti Casové rezervy, tak i na velikosti

smérodatnych odchylek obou rozdélenich.

3.3.4 Pravdépodobnost dodrZeni planovaného terminu
Mnohem vyznamnéjsi ulohu plni odhad pravdépodobnosti
dodrZzeni planovanych terminti, a to jak terminu ukonceni celého

projektu, tak 1 jeho vyznamnych etap.

Je—li pro urcity uzel dan termin 7', pak odhad pravdépodobnosti
pro dodrzeni planovaného terminu ukoneni €innosti vchdzejicich do
tohoto uzlu je P(T =T, SV"). Staci polozit 7y' = 7,” a hodnotu Ty’

dosadit do vzorce pro vypocet u:

Tv,- _Tv,- Tv,- _Tv,-
/
u =—=£—~L _="F 5 npebot o, =0.[3]
szl_ +02v,~ g s
b T} F

Zrozdilu T) —Ty" vyplyva, Ze hodnota u’vede k odhadu

pravdépodobnosti prekroceni planovaného terminu 7" :

Pl <10 Y= o) =@ 5 = TE

Vi
Ty

Jestlize 7T > T, je pravdépodobnost dodrzeni terminu p >0,5.
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o Jestlize Tg' =T,', je pravdépodobnost dodrzeni terminu

p=05.

o Jestlize Tg' <T,", je pravdépodobnost dodrzeni terminu

p<05.

3.4 Problematika metody Branch & Bound (Vétve a meze)

Mnozstvi skuteénych planovacich problémd, které jsou nazyvany
kombinatorické ulohy optimalizace, ma né¢kolik spole¢nych prvka.
Optimalizuji problémy, ale obvykle maji velké mnozstvi proveditelnych
feSeni.

Metoda Branch & Bound je jednim z hlavnich nastroji feSici
problémy diskrétni optimalizace. Hlavni mysSlenkou metody je nalézt
minimélni nebo maximélni hodnotu argumentu x v oblasti pfipustnych
feSeni. U minimalizace se jednd napiiklad o cas, u maximalizace
zhodnoceni, apod. Metoda Branch & Bound pouziva dva niZze popsané

nastroje.

Prvnim znich je vétveni. Metoda rozebird mnozinu feSeni na
mens$i podmnoziny feSeni. Metoda je opakovana rekurzivné pro kazdou
podmnozinu a celkovym vysledkem je stromova struktura, ktera je
nazyvana napf. ,prastrom feSeni“, ,strom vétve a meze“ 1 jinymi

podobnymi terminy. Uzly stromu vyjadiuji vytvofené podmnoziny.

Druhym nastrojem této metody je vytvafeni mezi. Jednd se
o rychly zplisob nalezeni dolni nebo horni hranice pro optimalni feSeni
v dané podmnozin€é. Metoda odstrani ta feSeni, kterd maji v ptipadé
hledani minimélnich feSeni vy$§i hodnotu nezli mez, kterou si uréime
jako prozatim nejvyhodnéj§i feSeni, a tyto moznosti jsou poté

ignorovany.

3.4.1 Princip metody Branch & Bound

Necht E = {SI,SZ,S3 ...,Sn} je mnoZina diskrétni optimalizace a

fje funkce definovana na této mnozin¢. Pokud je hledano minimum, tak
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je potfeba najit takovou podmnozinu £, mnozin¢ E, na které tato funkce

dosahuje minimalni hodnoty. [4]
Mame vlastnost P, takovou, Ze mizeme mnozinu £ rozdélit na

dvé podmnoziny A,Z,kde plati AmZ:{}, AUA=E.

Najdeme spodni mez by hodnot funkce f na mnoziné¢ E. Dale
predpokladejme, Ze dokdZeme urit i spodni meze b, > b,,b/ >b, funkce
fna podmnoZinéch 4, A.

Vlastnosti P, Pc dovoluji rozlozit mnozinu E na dvé ¢asti. Pak
vlastnostem P, A P, ,ITA APy, P, A P_B,]TA A P_B odpovidaji podmnoziny

AN B,Z NB, AN EZ A B. Kazda ztéchto podmnoZin pfedstavuje

vrchol grafu. Tyto jednotlivé vrcholy umoziiuji vytvofit prastrom feseni.
Postup pfi vytvareni prastromu je nasledujici:

e Vybereme vrchol, ktery je listem prastromu feSeni a ma

cv v

e Spomoci kvlastnosti muzeme ziskat dalSi dva nové

vrcholy, pro které ur¢ime jejich dolni mez b.

O

m
S §/<§f )%)\F
2

@Su\
2
S Sy
11

12 S}

Obrazek 5: Priklad vétveni a vytvareni mezi — Zdroj: [5]
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Na obrazku 5 madme plivodné jednu mnozinu feseni E. Toto feSeni
tvofi uzel, ktery je kofenem prastromu. Mnozinu dle vlastnosti
jednotlivych podmnoZin rozd€lime na Ctyfi disjunktni podmnoZziny feseni
S1, 82, 83, S4. Vzniknou nam Ctyfi nové uzly predstavujici nova feSeni. Na
hodnot na podmnozinich S; a S;. Ostatni vrcholy (S, a Si) nemaji
optimalni feSeni, hodnota funkce f nabyva vysSich hodnot nez na
podmnozinach S; a S5 . Tyto vrcholy dale rozd€lime, dle jejich vlastnosti
na dal$i podmnoziny feseni S;; a S),, respektive S3; a Ssp. Zjistime

cvwr

postup je aplikovan analogicky rekurzivnim zpiisobem.

Prastrom feSeni mé tu vlastnost, ze pokud sjednotime vSechny
uzly, které jsou v dané fazi visicimi vrcholy stromu, ziskame plvodni
mnozinu feSeni £ . Je-li vysledkem uzel, ktery je listem, potom funkce f

nabyva na této mnozin¢ minimalni hodnotu.
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4. Navrh metody a algoritmu reSeni

Névrh metody a algoritmt je tfeba fesit jiz v pocatcich vytvaieni
projektu. Program ma4 fesSit problém kritické cesty, metody PERT a fizeni
projekti, kde je nutné respektovat kapacitni omezeni jednotlivych
¢innosti.

O implementaci sitového grafu bude pojednano v kapitole 5.1.
V programu je pouzito n€kolik metod z teorie grafi. K feSeni projektu

s kapacitnim omezenim jednotlivych ¢innosti je pouzita zarovenl metoda

CPM a Branch & Bound.

Dale pro tyto metody jsou nutné nckteré algoritmy pro prichod
grafem a predani potfebnych dat pro vypocet kritické cesty, PERT a
metody vétveni a mezi. Pro ptiklad je uveden algoritmus pro topologické
uspotadani s upravou pro acyklicky sitovy graf a algoritmus pro

rozmisténi zdroju v siti.

4.1 Algoritmy pro vypocet metody kritické cesty a metody
PERT

Obé metody vyuzivaji podobny postup pro svij vypocet.
Pouzivaji  vpostupu pocetni operace sjednim  argumentem
reprezentujicim hranu pfedstavujici ¢innost. U metody CPM je timto
argumentem casovy odhad, u metody PERT hodnota 7, , kterd
reprezentuje ocekavany ¢as jako ndhodnou veli¢inu, odvozeni je uvedeno

v kap. 3.2.2.
4.1.1. Algoritmus topologického usporadani

Tento algoritmus se uziva v pfipadech, kdy je potieba vykonat
mnozinu ¢innosti, které je nutné vykonat postupné jednu po druhé, coz
znamena, ze neni mozné vykonavat vice ¢innosti najednou a vykonavani
zadné cCinnosti nesmi byt pferuSeno cinnosti jinou. Aplikace tohoto

algoritmu je mozna pouze na acyklické grafy.

Pro tento algoritmus si vytvoifime dvé posloupnosti. Jednu pro

hrany a druhou bude tvofit posloupnost vrcholi.
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Jako prvni vrchol vybereme vrchol v;, do kterého nevede zadna
hrana a v§echny hrany vychézejici z tohoto vrcholu odstranime a vlozime
je do pftislusnych posloupnosti. Zbyvajici graf je opét acyklicky, tj. opét
existuje vrchol, do néhoz nevede zddna hrana. Takovy vrchol oznafime
V2 a odstranime jej i vSechny hrany, pro které je pocatecnim vrcholem;
odstranéné hrany poté zafadime do posloupnosti. Naznaceny postup
opakujeme, dokud nejsou uspotadany vSechny vrcholy a hrany. Pokud
bychom nechtéli béhem vypoctu meénit graf, 1ze se na dany postup divat
1 tak, ze vybirame pouze vrchol, jehoz predchidci jsou jiz v posloupnosti
zatazeni. Déle lze algoritmus je$té upravit tak, Ze pro kazdy vrchol grafu
v; udrzujeme cislo C(v;) rovné poctu hran vchazejicich do vrcholu v;
z vrcholl, které jeSté nejsou zafazeny v posloupnosti. Tyto hodnoty
postupné snizujeme a vrcholy, které maji C(v;) = 0, uklddame do

seznamu M jako kandidaty pro zatazeni do posloupnosti.
Algoritmus: [2]
1. krok: Pro vSechny wvrcholy v, e V(G) polozime

C(vl.)=0. Pro vSechny koncové vrcholy Kv(4) hran
heY(G) provedeme C(Kv(h))=C(Kv(k))+1. Pro

vSechny vrcholy v;, kde i#0, poloZzime ohodnoceni

vrcholu urcujici maximalni délku ¢asu U (v.)=—00. Pro

pocatecni vrchol tuto hodnotu nastavime na v, = 0.

2. krok: Do mnoZiny M vlozime vSechny vrcholy v, v,,
pro které plati C(v,)=0.

3.krok: Je-li M =0, pak vypoCet konc¢i. Je-li M #0,
odstranime z M né&ktery vrchol, oznafime jej v, a

zafadime jej na konec posloupnosti. Vrcholu.
4. krok: Pro kazdou hranu # € H*(v,) provedeme krok 4a a
pak pokracujeme krokem 3.

5. krok: Zatadime hranu /# na konec posloupnosti hran,

ozna¢ime y =Kv(h), kde Kv je koncovy vrchol hrany, a
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polozime C(y)=C(y)-1. Jestlize nyni plati C(y)=0,
pak vrchol y zafadime do seznamu M. Jestlize ohodnoceni
koncového vrcholu U(Kv(h)) hrany /4 menSi nez
ohodnoceni pocatecni vrcholu U(Pv(h)) hrany 4 a jejim
ohodnocenim, tedy U(Kv(h)) < U(Pv(h)) + o(h), pak délka
maximalni cesty v daném vrcholu U(Kv(h)) = U(Pv(h)) +
o(h).

Asymptoticka slozitost algoritmu je O(m + n), kde m je pocet hran

a n je pocet vrcholi.

Tohoto poznatku lze vyuzit, a v programu jej bylo vyuZito,
k ureni acykli¢nosti grafu. Vychazime ze véty, kterd je vlastnosti

acyklickych grafi:
Necht G je orientovany graf. Pak nésledujici podminky jsou

ekvivalentni:

1. Gjeacyklicky.

2. G nema smycky a kazda jeho silnd komponenta ma jen

jeden vrchol.
3. Existuje topologické uspotadani vrchola grafu G.
4. Existuje topologické uspotadani hran grafu G.

Z toho vyplyva, ze pokud nejsou po dokonceni algoritmu
topologického uspofaddni vSechny vrcholy zatfazeny v posloupnosti

vrcholt, pak graf neni acyklicky.

4.2 Algoritmus pro rozmisténi zdrojii v siti

Problém c¢asového rozvrhu zdroji v pfipad€ jejich omezeni,
spociva v nalezeni takového rozvrhu zdrojii, ktery minimalizuje celkovou
dobu trvani projektu. Pouzitd metoda vyuziva kombinace metody vétveni

a meze (Branch & Bound) a metody kritické cesty (CPM).

Velké mnozstvi literatury popisuje pouziti sitovych grafli pro

casovou analyzu a Casovy rozvrh projektu. Hlavnim problémem v této
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oblasti opera¢niho vyzkumu je urCeni optimdlniho ¢asového rozvrhu

¢innosti, respektujiciho skutecnost, ze zdroje jsou omezeny.

Dany problém dale popiSeme pomoci konkrétniho ptikladu, ktery
bude obsahovat program jako vzorovy. Obrazek 6 a tabulka 1 zobrazuji
pottebné udaje pro dany piiklad. Je bran v tivahu piiklad, kde zdroje
(pracovnici) mohou vykonavat libovolnou c¢innost. Lze rozliSovat dvé
varianty postupu pfi feseni této tlohy:

1) Pokud je zapocata nckterd z ¢innosti, nelze jeji vykonavani

pferusit a je nutné ji dokoncit.

2) Jestlize je Cinnost rozpracovana, muze byt jeji vykondvani

pozastaveno a zdroje se mohou pouzit na jinou libovolnou

¢innost projektu.

Tato prace se zabyva druhou z téchto variant, to znamena, ze lze
kdykoliv rozpracovanou cinnost pozastavit a uvolnit tak zdroje na

vykonavani jiné ¢innosti projektu.

zdroje k dispozici: 4
2/2/4

il S ) 533
4 Vs 4/5/1

a/b/c — a = nazev ¢innosti, b = doba trvani ¢innosti, ¢ = zdroje
potfebné pro vykonani ¢innosti

Obrazek 6: Priklad rozmisteni zdrojii v siti

Cinnost | Po&ate¢ni vrchol | Koncovy vrchol | Doba trvani | Zdroje
1. Vv V, 1 2
2. Vv V; 2 4
3. V, V; 3 2
4. V, V, 5 1
5. V; V, 3 3

Tabulka 1: Rozmisténi zdrojii
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Pro dany pifiklad mame v libovolném case k dispozici 4
pracovniky, kteti mohou vykonavat libovolnou ¢innost. Nasim cilem je
sestavit seznam Casove setazenych Cinnosti tak, abychom minimalizovali
dobu trvani celého projektu. Pro feSeni pouzijeme metodu Branch &
Bound na sestaveni konstrukce prastromu feSeni. Kazdy vrchol
prastromu predstavuje podproblém, ve kterém jsou nékteré cinnosti
dokoncené nebo ¢astecné dokoncené. Kazda hrana prastromu predstavuje
mnozinu ¢innosti, jak jdou za sebou v ¢asové nadvaznosti jejich realizace.

Rekurzivnim rozvojem stromu dojdeme k optimalnimu feSeni tlohy.

Prastrom, ktery ptedstavuje feSeni naSeho piikladu je uveden
v ptiloze A. Kazdy vrchol je oznacen v horni ¢asti. Vrchol V| piedstavuje
ptivodni projekt, respektive jeho zadani. Tento ptipad je uveden v piiloze
B v levém hornim rohu. Pro ostatni vrcholy prastromu jsou uvedeny dalsi
grafy predstavujici jednotlivé Casové momenty. Projekt mize zacit jed-
nou ze tfi moznosti. Bud’ 1ze vykonat ¢innosti 1, 2 samostatné nebo ob¢
¢innosti 1 a 2 soucasné¢. Posledni ptipad ovSem potfebuje 6 pracovniki,
ale k dispozici jsou jen 4. Tedy tuto variantu neni mozné provést. Prvni
dva realizovatelné¢ ptipady zndzornime pomoci hran vychazejicih
z vrcholu 7, do vrcholu 75 a V,. Cisla u hran udavaji ¢islo ¢innosti a
jejich pofadi ve vykonavéani. Vrchol V> odpovida podproblému bez
¢innosti 1, vrchol V3 bez Cinnosti 2. V popisu vrcholu je v horni ¢asti jeho
nazev, hodnota # predstavuje pfedstavuje cas, ve kterém miZe
podproblém V; zacit. Cislo b; je spodni hranice ¢asu dokonceni celého
projektu bez omezeni zdrojii v pfipad¢, Ze budeme pokracovat po dané

hrané.

Spodni hranici uréime tak, ze neuvazujeme zadna omezeni zdroji.
Pro vrchol V; to znamena ¢as dokonceni celého projektu bez omezeni
zdroji. Jedna se tedy o shodny vypocet jako u metody kritické cesty. To
znamena, ze cely projekt by bez omezeni zdrojl trval 7 dni, takze b, =7
a t, =0. Jestlize ¢innost 1 za¢ne v Case 0 a Cas pro jeji dokonceni trva
1 den, pak vrchol V, ptedstavujici podproblém po dokonceni ¢innosti 1
muze zalit v Case ¢, =1. Zbyvajici ¢as pro dokonceni podproblému bez

omezeni zdroju je 6 dni, tedy hodnota spodni hranice €asu pro dokonceni
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projektu je 7 dni. Cinnost 2 zaéne v ¢ase 0, pak v &ase 2 zbyva vyfesit
podproblém V3. Cas pro ukonéeni podproblému V3 bez zdrojovych

omezeni je roven 7 dnlim. Z toho vyplyva ¢, =2 a b, =9.

Poté vybereme jeden z visicich vrcholii s niz§i spodni hranici.
Timto vrcholem je V,. Pro podproblém V>, jsou piipustné pouze tyto
varianty: bud’'to samostatné¢ vykonané ¢innosti 2, 3, 4, nebo ¢innosti 3 a 4
soucasné. Tyto moznosti jsou prezentovany hranami vedoucich

k vrcholum V4, Vs, V6 a V7.

Tam, kde né€kolik Cinnosti probiha soucasn¢, hrana kon¢i, kdyz je
krat§$i z Cinnosti dokoncena. To znamend, ze podproblém V7 ma

dokonceny €innosti 1, 3 a z ¢innosti 4 ma dokonceny 4 dny.

Kdyz jsme se dostali k vrcholu ¥, prastromu, vznikd potieba
volby vrcholu, ktery budeme vétvit. V praxi je vhodné vétvit déale ten
vrchol, ktery je naslednikem pravé zkoumaného vrcholu a ma pfitom
nejmensi spodni hranici ze vSech vrcholi, které jsou listy prastromu.
Situace vznikld v naSem ptikladu poukazuje na vrcholy Vi, Vi, Vs a V.
Tyto vrcholy maji spodni hranici 9 dni. Vybereme z téchto vrcholu ten,
ktery ma vykonanych nejvice Cinnosti, to znamend, ze dany vrchol ma
nejvice predchéazejicich hran vedoucich az do prvniho vrcholu V.
Vybereme tedy vrchol V7, kde podproblém mé dale dvé moZznosti.
Miuizeme dokoncit ¢innost 4 samostatné, nebo zpracovat kompletné
¢innost 2. Tim ziskame dal$i podproblémy Vi, Vy. Pak opét prohledame
splnénych ¢innosti. Timto vrcholem je podproblém V. Zde nastavaji
3 moznosti. Bud’ vykondme cinnost 5 samostatné, nebo dokoncime
¢innost 4. Tieti moznosti je dokoncit ¢innost 4 a soucasné zapocit ¢innost
5. Zde je vidét, Zze nema smysl brat v uvahu prvni dvé moznosti
vykonavani ¢innosti oddé€lené, kdyz mohou byt vykondvany soucasné.
Vznikne nam tedy pouze jeden vrchol Vio. V celém projektu ndm nyni
zbyva dokoncit posledni ¢innost 5, ktera je jiz rozpracovana. Ve vrcholu

Vi1, dostavame hodnoty b, =9 a t,, =9. Znamena to, Ze jsme nalezli

jedno z moznych feseni projektu.
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Casovy plan pro zpracovani projektu je tedy nasledny. Projekt
zacneme vykonanim cinnosti 1 v case 0. Dale provedeme soucasné
¢innost 3 a ¢ast ¢innosti 4 po dobu 3 dnil. Navdzeme Cinnosti 2 v Case 4.
Pak zpracujeme zaroven dokonceni ¢innosti 4 a rozpracovani ¢innosti 5.
Poslednim krokem je dokonceni Cinnosti 5 v ¢ase 8. Vysledny cas pro

dokonceni celého projektu je tedy 9 dni.

Poté miizeme jeste¢ provéefit vSechny visici vrcholy, ve kterych
nejsou ukonceny vSechny ¢innosti a jejichz spodni hranice neni vyssi nez
vysledny cas pro dokonceni projektu. Vysledky vSech feSeni jsou

uvedeny v tabulce 2.

Varianta 1

Zpracovavana ¢innost (¢innosti) 1 3,4 |2 47,5 |57
Zacatek vykonavani ¢innosti

(Cinnosti) 0 1 4 6 8
Varianta 2

Zpracovavana ¢innost (¢innosti) 1 2 3,4 47,5 |57
Zacatek vykonavani ¢innosti

(Cinnosti) 0 1 3 6 8
Varianta 3

Zpracovavana ¢innost (¢innosti) 2 1 3,4 47,5 |57
Zacatek vykonavani ¢innosti

(Cinnosti) 0 2 3 6 8

Tabulka 2: Vysledky rozmisténi zdrojii v siti
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5. Pocitac¢ova implementace v jazyku C++

V prvni fazi zpracovani dan¢ho problému v implementacni Casti
je dulezité navrhnout vhodnou datovou strukturu, ktera bude dany sitovy
graf obsluhovat zdkladnimi metodami pro praci s grafy a bude jej
zobrazovat pro jednoduchou a piehlednou manipulaci. Pro dany problém

byl zvolen abstraktni datovy typ sit’.

Prace byla vytvofena v Microsoft Visual Studiu 2005 v MFC

(Microsoft Foundation Class).

5.1 Navrh datovych struktur

5.1.1 Reprezentace sit’ového grafu v paméti

Sitové grafy nabyvaji velkého mnozstvi prvki, na kterych jsou
velmi Casto provadény vypocty. Je tedy potieba vytvotit datovou
strukturu, ktera bude odpovidat kompromisu mezi pamétovou a ¢asovou

(asymptotickou) slozitosti.

V této praci je zvolena pro zobrazeni grafu kiizova reprezentace
neboli fidkd matice. Jednd se o pamétové méné narocnou reprezentaci
grafu, ktera umoziiuje piistup obéma sméry. Ridké matice jsou specialni
ttidou matic, jejichz vétSina prvkil se rovnd nule, a proto umoziuje
uspornéjsi ulozeni v paméti pocitace. Na ulozeni grafu v klasické matice
M XN je potteba 7 hodnot, kdy n¢které prvky matice zlstavaji béhem
vypocCtl nevyuzity a zbyte¢né zabiraji v paméti misto. Na ulozeni tidké

matice rozmér 7 X7 s k nenulovymi realnymi hodnotami je tfeba:
e 2 celociselné hodnoty na ulozeni dimenze matice

e 2k celociselnych hodnot na ulozeni indexi nenulovych

prvka
e [k reédlnych hodnot na uloZeni hodnot nenulovych prvka

Je-li r pocet byt potiebnych na ulozeni redlného cCisla a z pocet
byt na ulozeni celého ¢&isla, pak uloZeni matice jako fidké se vyplati

v ptipad¢, ze 2(k+1)z + kr <mnr. [1]
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Tato implementace umoziuje pfistup jak ke svym predchiidciim,
tak ke svym ndslednikiim, coz je pro nase vypocty souvisejici s Castym
prochdzenim grafu vyhodné. Pro pfistup k vrcholim se udrzuji dvé
prvotni  struktury (pro pfistup knaslednikim a pro pfistup
k predchidciim). Druhotna struktura je pouze jedna, ale umoziiuje pohyb
obéma sméry k predchiidclim a také k naslednikiim. Toto feSeni miize byt
implementovano jako pole-seznam x pole-seznam nebo seznam-seznam

x seznam-seznam. Prace pouziva prvni z téchto ptipadu.

Vektor nasledniki

Vi \%) V3 V4
@® | Datal ® Data2 @® | Data3 Data4
Vi
4
1,2 |D1
[ >
V2 ?
\ 4 v
1,3 |D2 2,3 |D3
®- >
V3 ® 2K
v \ 4
2,4 | D4 3,4| D5
[ >
Va4 [ >
Vektor predchudci

Obrdazek 7: Ridkd matice — reprezentace v paméti

Prvotni struktury pole pro nésledniky (pfedchiidce) uchovavaji
jednotlivé vrcholy. Obsahuji jednotlivé kli¢e vrcholi, ukazatel na jejich
data (D1, D2, ...) a ukazatel na prvni hranu, kterd vychazi z dan¢ho uzlu,
coz je ve skutec¢nosti hlava seznamu hran. Druhotna struktura je linearni
seznam s hlavou, jehoz hlava je uloZzena ve struktufe vrcholu. Obsahuje

Ctyfi zékladni udaje; kli¢e vrcholl (naslednika a predchiidce) udévajici
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jednozna¢né hranu pocate¢nim a koncovym vrcholem, data dané hrany
dané témito vrcholy, ukazatele na nésledniky a ptfedchiidce (tzn. veskeré
hrany vychazejici a vchazejici do vrcholu). Z obrazku 7 vyplyva, ze
vrchol vy je poc¢atecni vrchol grafu, jelikoz do néj nevchazi zadna z hran,
zatimco vrchol v, je koncovym vrcholem, protoze znéj zadna hrana
nevede. Obrazek reprezentujici zobrazeni fidké matice v paméti odpovida

grafu z obrazku 6 v kapitole 4.2.

5.1.2 Reprezentace prastromu FeSeni v paméti

Pro vysledné zobrazeni prastromu feSeni je pouzita stejna datova
struktura jakou pouziva sitovy graf. Jde pouze o transformaci grafu na
prislusny k—cestny strom, ktera je feSena nad abstraktnim datovym typem

v obsluzné ¢asti programu.

5.2. Problém acyklic¢nosti grafu

Acykli¢nost grafu lze fesit nékolika zplsoby. V programu je
implementovan zpusob ovétfeni existence cyklu pomoci algoritmu pro
topologické uspotfadani. Tento algoritmus je popsan v kapitole 4.1.1

1 s Gpravami pro tuto aplikaci.

Na zacatku programu se ovéii, zda existuji pocatecni a koncovy
vrchol sitového grafu. To znamend, ze do tohoto vrcholu nevchazi zadna
hrana, respektive zn¢j zadnd nevychazi. Algoritmus topologického
usporadani postupné odebira ty vrcholy grafu, do kterych zZadna hrana

nevede. Po jejich odstranéni je graf opét acyklicky.

Pokud se ovSem stane, Ze neni nalezen zadny vrchol, do kterého
nevchézi zadna z hran a jesté vSechny vrcholy nebyly zpracovany, pak to
znamend, ze se v grafu vyskytnul cyklus a tedy neexistuje topologické

uspotadani grafu.

5.3. Implementace algoritmu pro rozmisténi zdroju v sit’ovém
grafu

Tento problém lze fesit n¢kolika zpisoby. Muzeme bud’ vytvofit
dalsi instanci grafu, ktery bude pfesnou kopii plivodniho grafu nebo

vkladdat do pomocnych struktur pravé zpracovavané prvky sitového
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grafu. Mnohem Setrnéj$i k paméti a pro rychlejsi zpracovani je vytvoreni
vhodnych pomocnych struktur. Toto feSeni je pouzito i v této praci.

V této kapitole si zjednodusené popiSeme algoritmus.
Nejdfive si vytvorime posloupnosti hran M, Z, N.

1. krok: Nejprve vlozime kofen prastromu feSeni. Timto
kotfenem je pocate¢ni vrchol sitového grafu. Nastavime
jeho prvni atribut urcujici maximalni celkovy cas pro
dokonceni projektu bez omezeni zdroji. Pro tyto ucely je
pouzit upraveny algoritmus na vypocet kritické cesty,
s tim, Ze je mozné mit vice pocatecnich vrcholl. Aktualni

¢as vSech doposud vykonanych ¢innosti je nastaven na 0.

2. krok: Vybereme vSechny vrcholy, které jsou listy
prastromu feSeni. Ztéchto vrcholi  vezmeme ten
hodnotu maximalniho ¢asu pro dokonceni celého projektu
bez omezeni zdroji rovnu 0, pak vybereme jiny vrchol,
ktery mé stejnou hodnotu aktudlniho ¢asu jako vrchol
Vakwami- Jestlize takovy vrchol neexistuje, algoritmus
kon¢i.

3. krok: Projdeme vSechny <cCinnosti, které predchéazely
podproblému vybraného vrcholu Viami- Jestlize hrana
byla vykonana celd, vlozime je do posloupnosti M a
odstranime ji z grafu. Pokud hrana byla jen c¢aste¢né
vykonana, vlozime ji do posloupnosti Za upravime jeji
skutecnou dobu trvani zkracenou o jiz vykonanou cast
¢innosti.

4. krok: Projdeme vSechny vrcholy grafu a vybereme ty,
které nemaji vchazejici hranu a zérovenn z nich alespoi
jedna hrana vychazi. VSechny vychazejici hrany z téchto

vrcholl vlozime do posloupnosti hran V.

5. krok: Hrany zposloupnosti N postupné projdeme a

odstranime vzdy jednu z grafu. Vlozime do prastromu
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vrchol,

vypocitame pro néj aktudlni cas projektu a

celkovou dobu pro dokonceni podproblému bez

zdrojovych omezeni. Odebranou hranu opét vratime do

grafu.

6. krok:

Vytvotime kombinace vSech hran z posloupnosti

N, pro které je dostatek zdroji k jejich vykonani. V této

praci jsou feSeny pro zjednodusSeni pouze kombinace dvou

hran. Pokud maji hrany shodnou dobu trvani, pokracujeme

krokem 6a. Krok 6b vykoname v pfipadé, ze tyto Casy

jsou rozdilné.

6a.

6b.

7. krok:

krok: Odstranime ob¢ hrany z grafu. Vlozime do
prastromu vrchol, vypocitame pro n¢j aktudlni Cas
projektu a celkovou dobu pro dokonceni
podproblému bez zdrojovych omezeni. Odebrané
hrany opét vratime do grafu. PokraCujeme

krokem 7.

krok: Vybereme krat$i zhran, jeji hodnotu si
uchovame v pomocné proménné a odstranime ji
z grafu. Druhou hranu o tuto hodnotu zkratime.
Vlozime do prastromu vrchol, vypocitame pro n¢j
aktualni cas projektu a celkovou dobu pro
dokonceni podproblému bez zdrojovych omezeni.
Vratime zpét kratSi z hran do grafu a ke zkracené
(ptivodné delsi hran€) pfiCteme hodnotu, kterou
jsme si  uchovali vpomocné proménné.

Pokracujeme krokem 7.

Vsechny hrany z posloupnosti M vlozime zpét do

grafu. Hrany z posloupnosti Z editujeme na jejich pavodni

hodnoty, které jsou wulozeny vtéto posloupnosti.

A pokracujeme krokem 2.
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6. ReSeni praktické aplikace

Jak jiz bylo feSeno v kapitole 5, program zpracovava data zadana
pomoci sitového grafu. Pocitd metodu kritické cesty, metodu PERT a
hleda vhodné rozmisténi zdroji v siti. Cely program je naprogramovan
ve Visual Studiu 2005 v jazyce C++ jako MFC aplikace (Microsoft

Fundation Class).

Pfi vytvateni sitového grafu se zadavaji dle selekce bud’ vrcholy
nebo hrany grafu. Editace jednotlivych vrcholti nebo hran se provadi
pomoci dvojkliku na dany objekt. Vrcholy i hrany lze odstranit pii jejich

editaci zaskrtnutim polozky odstranit.

7 BakalarskaPrace - [VzorCPM]
Soubur Edit Zobrazt Metody MNastaveni ©Okno Napovéda

DEHd &~ =

Gznateni hrany

vy =

va
Optimisticky odhad Easu
2| 0O

Odhad nejpravdépodobnéiEho éasu

Pesimisticki: adhad fasu

[ dstranit hranu

Obrazek 8: Editace objektii grafu v aplikaci

Libovolny graf lze ulozit do souboru naptiklad pomoci klavesové
zkratky CTRL+S a opétovné jej 1 oteviit. V nastaveni programu si
muzeme zvolit velikost zobrazovanych vrcholll v pixelech a kolik zdroja
mame pro dany projekt k dispozici. V metodach si mizeme urcit, zda
chceme fesit metodou CPM, PERT nebo rozmisténi zdrojt v siti. Kazda
z metod ma své specifické nastaveni, takze je nutné si jej nastavit jiz pied

vypliiovanim hodnot pottebnych k vypoctu.

Po dokonceni zaddvani sitového grafu mizeme provést vypocet.

Tato polozka je bud’ v metodach nebo pfimo v nastrojové listé.
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i BakalarskaPrace - [VzorCPM]

[29 Soubor Edit Zobrazik Metody Mastaveni Okna Népovéda

D& d &=

Editace hrany

anaten hrany

WZWS
=]

Chadnoceni hrany

Celkova Casova rezerva
9

Mezavisld fasova rezerva
0
Wolna Easova rezerva

e ] odstranit hranu

Obrazek 9: Zobrazeni vysledkit metody CPM

Uzivatel se nezabyva definici poc¢ate¢niho a koncového vrcholu,
které jsou v sitovém grafu zastoupeny pouze jednou. Tyto vrcholy si
aplikace urci implicitné sama. Predpoklada se, ze uzivatel ma néjakou
predstavu o dané problematice a graf bude zaddn ve spravném formatu.
Pokud se pokusi zadat vice vrcholii, které mohou byt povazovany za
pocatecni nebo konecné, bude mu zobrazeno piislusné chybové hlaseni.
Aplikace je oSetfena proti vkladani nasobnych hran a smycek, které
nejsou v sitovém grafu pripustné. Program dale fesi problém acykli¢nosti

grafu. Podrobné&jsi popis acykli¢nosti grafu je kapitole 5.1.

17 BakalarskaPrace - [VzorBaB] & %]
x
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9.0 4.0, 9.0 3.0, 12. 6.0, 9.0 4.0, 9.0 3.0,
vavd VIV vava  vava  wav3 vav4  VIv3 V2v3 vava  vav4
v2V3 2va
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3.0 6.0, 3.0 6.0, 8.0 6.0, J4. 8.0,
vava vava vava 4 £ vav4e  v2va wava
Vv Vava V3V
V19 vz vzs
3.0 8.0, 3.0 8.0, 8.0 8.0,
ViV Viva Vava
vza v2g vio
3.0 8.0, 3.0 9.0, 9.0 9.0,

Obrazek 10: Prastrom reSeni v aplikaci
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Zavér

Prace se zabyva teoretickymi zdklady sitové analyzy a jejich
praktickym pouzitim. Soustfed’uje se zejména na problematiku metody
kritické cesty (CPM), metody PERT a metody Branch & Bound (Vétve a

meze).

Pomoci metod CPM a Branch & Bound je feSena problematika
rozmisténi zdrojii v sitovém grafu za ptredpokladu, Ze jednotlivé zdroje
mohou byt pouzity na libovolnou ¢innost. Praktické pouziti téchto metod

ilustruje uvedeny priklad.

Praktickd cast prace se zabyva tvorbou aplikace implementujici
zminéné metody. Jsou zde popsany datové struktury pouzité v této
aplikaci, stézejni algoritmy a pfipadné problémy, které mohou pii behu

aplikace nastat.

Posledni kapitola prezentuje vyslednou aplikaci vytvofenou
v jazyku C++. Aplikace fesi metodu kritické cesty a metodu PERT na
libovolném sitovém grafu. Vystupem aplikace je prastrom feSeni.
Vzhledem k nedostatku ¢asu pii feSeni této Casti prace zobrazuje aplikace
v prastromu i podproblémy, které jsou pii manualnim feSeni tlohy diky
lidskému usudku automaticky ignorovany. V diisledku toho muze pfti

vétsich sitovych grafech nabyvat prastrom feSeni obrovskych rozmért.

Vysledkem prace je funkéni aplikace implementujici metody

CPM, PERT a Branch & Bound.
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Priloha A

Obrazek — Prastrom reseni k prikladu z kapitoly 4.2
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Priloha B
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Dokoncené ¢innosti (nebo jejich ¢asti) jsou vyznaceny prerusovanou ¢arou.

Obrazek — Grafy podprobléemu k prikladu z kapitoly 4.2
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