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Abstrakt

Prace se zabyva popisem laminarniho ustaleného proudéni pii dead-end filtraci nestlacitelné
newtonské kapaliny dutym vlaknem s homogenné porézni sténou za izotermnich podminek.

Byla provedena literarni reserse moznosti vyuziti dutych vlaken pfi mikrofiltracich a ultra-
filtracich a dale reserse zptisobu reseni matematického modelu proudéni.

Byl vytvoren kompletni matematicky model z pohybové rovnice, rovnice kontinuity a Dar-
cyho zakona toku poréznim prostfedim. Matematicky model byl fesen numerickou metodou
kone¢nych objemt s posunutymi sitémi. Tato numerickd metoda byla implementovana v pro-
gramovacim jazyce Delphi. Numerickymi experimenty byly sledovany vlivy parametrii modelu
(vystupni rychlosti, permeability stény, délky porézni a neporézni ¢asti vldkna) na proudéni.

Vysledky byly porovnany s vysledky zjednoduseného modelu, ktery predpoklada parabolicky
profil axialni rychlosti v celém vldkné. Ze srovnani modeld je vidét, ze zjednoduSeny model 1ze
s malou chybou pouzit jen pfi nizkych hodnotach permeability vlakna a vystupni rychlosti.

Dale vysledky potvrdily predpoklad neaktivni ¢asti vlakna pii vysoké permeabilité a také

odhalily problémy s vystupni okrajovou podminkou.



Abstract

This work describes isothermal laminar steady-state Newtonian fluid flow through hollow fibre
with uniformly porous walls.

Literature search have been done for the posibilities of usage of hollow fibers in microfil-
tration and ultrafiltration processes and also for methods of mathematical model solution.

Complete mathematical model have been created from momentum equation, continuity
equation and Darcy’s law for flow in porous media. Mathematical model have been solved by
numerical method of multiple staggered grids. This numerical procedure have been implemented
in computer programme written in Delphi. Influences of model parameters (outlet velocity, wall
permeability, length of porous and non-porous part of the fibre) on fluid flow have been observed.

Results have been compared to simplified model, which assumes parabolic profile of axial
velocity in the whole fibre. This comparsion shows, that simplified model can be used with
quite good accuracy in case of low wall permeability and outlet velocity.

Results confirmed presumption of inactive part of the fibre in case of high wall permeability.

They also revealed problems with outlet boundary condition.



Na tomto misté bych chtél podékovat Ing. Petru Doleckovi, CSc za odborné vedeni, cenné
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1 UVOD

1 Uvod

Dut4 vldkna mtzeme z geometrického pohledu charakterizovat jako valcové trubice s vysokym
pomérem délky ku priameéru. Svazek dutych vldken s porézni sténou s obéma konci vlaken zata-
venymi v pryskyfici tvofi membranovy element. Membranovy element ulozeny v pouzdru tvori
membranovy modul. Membranovy element lze pfimo ponorit do filtrované kapaliny, zatimco do
membranového modulu je nutné privadét kapalinu dovnitt pouzdra nebo odvadét ven. Zapojeni
téchto prvkil je mozné nékolika zplisoby. Proces se nazyva cross-flow filtraci, pokud filtrovana
kapalina proudi tangencialné k povrchu vlakna, coz mutze prispivat k lepsimu odmyvani filtrac-
niho kolace. Druhy zptisob usporadani se nazyva dead-end filtrace, pti které filtrovana kapalina
protéka pres porézni sténu a vytéka ustim vldken. V pripadé opac¢ného toku pii dead-end fil-
tracich by se filtracni kolac¢ tvoril na vnitini sténé vldkna a vldkno by se po ¢ase ucpalo, proto
se toto zapojeni nepouziva. Dead-end filtrace se mize provadét dvéma zptsoby a to bud odséa-
vanim z jednoho konce vladken s druhym koncem zaslepenym a nebo odsavanim z obou konct
vladken. Zaslepeny konec u prvniho zptisobu a stfed vldkna u druhého zptisobu odsavani jsou
mista, ve kterych je pritok permeatu v axidlnim sméru vlakna nulovy. Matematicky popis
téchto dvou pripadt je podobny, lisi se jen okrajovou podminkou pro radialni rychlost prave
v tomto misté. Odlisna specifikace této okrajové podminky vsak ovlivni vysledné proudéni jen
v zanedbatelné ¢asti vlakna v blizkosti tohoto mista. V této praci jsem si vybral druhy zptisob

zapojeni dead-end filtrace, tedy odsavani z obou konct vlaken.

= = = < =
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Obrazek 1: Schémata zapojeni membranovych modult s dutymi vldkny. (a) cross-flow uspora-
déni, (b) dead-end uspofadani s jednim koncem vldken zaslepenym, (c) dead-end usporadani

s vytokem obéma konci vlaken

Obréazek 2: Membréanovy modul s dutymi vldkny. Prifez asymetrickym vldknem. [62]




1 UVOD

Hnaci silou procesu je rozdil tlakti vné a uvniti vlakna, tedy nad a pod membranou. Pri
nizké hodnoté permeability stény, jak je tomu napt. u reverzni osmédzy, je hnaci sila v podstaté
stejna po celé délce vlakna. Pi vyssich hodnotach permeability je pritok kapaliny uvnitt vlakna
natolik velky, Ze jejim proudénim v axidlnim sméru dochazi k tlakové ztraté, kterd muze byt
srovnatelna s hnaci silou. Tlak na vnitfni strané porézni stény se potom vyznamné méni po
délce vlakna a tim i hodnota lokélni tlakové hnaci sily. Ke stiedu vldkna hnaci sila klesa a muze
dojit k tomu, Ze stfedni ¢ast vlakna je prakticky neaktivni (prutok je zanedbatelny).

Cilem této prace je sestavit a Tesit matematicky model proudéni kapaliny dutym vlak-
nem s porézni sténou a na zakladé numerickych experimentii ovérit platnost vyse uvedenych
kvalitativnich uvah. Matematicky model ve formé programu pak miize slouzit k optimalizaci

navrhovych a provoznich parametri pro dead-end filtraci na dutych vlaknech.
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2 Literarni resSerse

2.1 Vyuziti membranovych modult s dutymi vlakny
2.1.1 Obecné vlastnosti modula s dutymi vlakny

Z hlediska materialii lze membrany délit na organické a anorganické. Dutd vldkna jsou vy-
rabéna vyhradné z polymernich organickych materialii, napt. z acetatu celulézy, polysulfonu,
polyethersulfonu, polykarbonatu, polyamidu, polyvinylchloridu, polypropylenu, polytetrafluo-
retylénu. Duta vldkna, stejné jako ostatni typy membranovych modulti, lze konstruovat jako
symetrické, asymetrické a kompozitni.

Vnitini primeér vldken je obvykle mensi nez 1 mm. Vyhodou je malé zadrz tekutiny a vysoky
mérny povrch, nevyhodou jsou vyssi tlakové ztraty pfi toku permeédtu vldknem. Udavaji se
hodnoty 0,3 bar az 1,3 bar pfi doporucenych hodnotach Reynoldsova kriteria od 500 do 3000 [48].
Nevyhodou malého priméru jsou také vysoké hodnoty stiihového napéti. Na sténé vlakna
se udavaji hodnoty 4000s~! aZ 14000s~!, proto je napiiklad nevhodné vést proud s Zivymi
buiikkami dovnitt vldkna, protoze by mohlo dojit k jejich usmrceni porusenim celistvosti. Mérny
povrch dutych vlaken je nejvyssi ze vsech typit membranovych modulii. Proto se ¢asto pouzivaji
u procest, kde se mala hnaci sila nahrazuje velkou stykovou plochou.

Tok v dutych vlaknech je téméf vzdy laminarni. V turbulentni oblasti by pfi malém prifezu
dutého vldkna vznikaly prilis velké tlakové ztraty. Uvedené doporucené hodnoty Reynoldsova
kriteria plati pro cross-flow filtrace, kde je vyssi hodnota Reynoldsova kriteria zadouci z divodu
odmyvani filtracniho kolace. V pripadé dead-end filtrace je naopak vhodné membranovy modul
provozovat pfi nizkych hodnotach Reynoldsova kritéria, aby se pfedeslo rychlému zanaseni
membréany. Doporucené hodnoty rychlosti toku pies membranu jsou fadu desitek 1/m?2.h u dead-
end filtraci a stovek 1/m?.h u cross-flow filtraci.

Maximalni hnaci sila (rozdil tlak na obou strandch membrany) se u membranovych moduli
s dutymi vlakny pohybuje okolo 1,8 bar. U specidlnich ,kratkych® modult mtze byt az 2,4 bar
pfi teplotach mensich nez asi 30°C [48].

Duta vlakna jsou samonosna, proto je mozné jejich ¢isténi pomoci zpétného toku, tj. krat-
kodobym otocenim sméru toku pres membranu, ptfi kterém se uvolni vznikly filtracni kolac.
Touto jednoduchou a t¢innou metodou se snizuje spotieba cisticich chemikalii a také c¢asu na
¢isténi. Udinnost ¢isténi zpétnym tokem viak postupné klesa a jednou za &as je nutné vlakna
vycistit chemicky. Mechanické ¢isténi dutych vlaken neni mozné kvili velmi malému prurezu.

Néklady na opravy jsou pomérné vysoké. Ptii poruseni jednoho vlakna je nékdy mozné je
zalepit a tim odstavit, ale obvykle je nutné vymeénit cely modul, protoze samotné duté vlakno

byva vétsinou nepristupné.
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2.1.2 Membranové kontaktory

V membranovych kontaktorech tvori membrana rozhrani mezi dvéma proudy. Oproti klasic-
kym kontaktortim maji vyhodu velké stykové plochy a neni tu nebezpeci zahlceni ani unaseni
kapaliny, jako u naplnovych kolon. Z divodu potieby velké stykové plochy se vyuzivaji hlavné
moduly s dutymi vldkny. Membrénovy kontaktor muze slouzit k absorpci (G-L), odplynéni
(L-G) nebo extrakei (L-L) [50]. Absorpce se vyuziva pii ziskavani SOq, COy [28], CO, NOy,
NH;3 z odpadnich plynti nebo vzduchu, CO,, HyS ze zemniho plynu, CO, z bioplynu, syceni
napoji COg, pfenosu Os do krve [34] nebo do fermentacnich lazni [39]. Desorpce se vyuziva pii
odstranovani tekavych latek z bioproduktti nebo kysliku z vody. Extrakce se vyuziva pfi od-
stranovani tézkych kovii, fenolu, nebo produktii fermentace. Membranové kontaktory lze vyuzit

i na pfipravu emulzi [16].

2.1.3 Membranova destilace

Membranova destilace je proces, ve kterém membrana tvori rozhrani mezi teplejSim a chladnéj-
sim proudem. Téekavejsi latka z kapaliny se pfes pory membrany vice odpafuje nez latky méné
tékavé, ¢imz snizuje svoji koncentraci v teplejsim proudu a zvysuje svoji koncentraci v chladnéj-
sim proudu, kde kondenzuje. Chladnéjsi proud muze byt i plynny. Nevyhodou tohoto procesu
je maly rozdil vystupnich koncentraci, ktery odpovida jednomu teoretickému patru v destila¢ni
koloné. Vyhodou je pfesné definovana plocha fazového rozhrani, ktera mtze byt daleko veétsi
nez v napliovych nebo patrovych kolonach. Proto se zde hojné vyuziva dutych vlaken, ktera
maji velky mérny povrch. Vylepseni procesu lze dosdhnout vhanénim inertu na obohacovanou
stranu plynu, ¢imz se snizuje parcialni tlak odparované slozky a posouva rovnovaha. Dalsi moz-
nosti je umisténi kondenzacni plochy tésné k membrané na stranu obohacovaného plynu, na
které kondenzuji prechazejici pary a tim se snizuje jejich parcialni tlak. Membranova destilace
se vyuziva pri ¢isténi vody a odsolovani moiské vody, brakické vody a odpadnich vod, prfi zis-
kavani ethanolu z fermentacnich procesi, pii koncentrovani vodnych roztoku soli a kyselin a

pii odstrafiovani tékavych organickych latek z vody [7].

2.1.4 Pervaporace

Pervaporace je proces, pti kterém se do neporézni membrany sorbuje selektivné néktera slozka
z kapalného nastiiku. V membrané dochézi k difuzi a na strané permeatu, kde je snizeny tlak,
se tato slozka desorbuje do plynné faze. Vétsinou se pouzivaji deskové nebo spiralné vinuté
moduly, ale nékdy také duta vlakna. Pervaporace se pouziva na velmi vysoké zakoncentrovani
roztoki organickych latek ve vodé (90% ethanol na 100% ethanol) nebo na separaci organickych

smési.
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2.1.5 Kapalné membrany

Kapalné membrany oddéluji prostor kapaliny extrahované a extrahovadla tenkym kapalnym
filmem — kapalnou membranou, kterd selektivné prenasi jen nékteré slozky. Nékdy se kapalna
membrana napousti do porézniho prostiedi, které slouzi jako jeji nosi¢. K tomuto tucelu se
pouzivaji tenké ploché membrany nebo duta vldkna, do jejichz porézni struktury se kapalna
membrana vsakne. Vyhoda tohoto uspotfadani je ve velmi malé spotiebé kapalné membrany,

ktera zapliuje pouze pory v pevné membrané pii velmi vysoké stykové plose.

2.1.6 Mikrofiltrace

Mikrofiltrace je tlakovy membranovy proces (stejné jako nasledujici procesy), kterym se na za-
kladé sifového efektu odstranuji ¢astice priblizné od 20nm do 10 um, coz odpovidé rozméram
koloidnich c¢astic. Potiebny tlak se pohybuje do 2bar. V potravinarském primyslu se pouziva
na odstranovani kiemeliny z zelatiny a kukufi¢ného sirupu, pasterizaci piva a mléka, odtuc¢néni
mléka, ¢i pfi odstrafiovani azbestu z vina [42]. Mikrofiltrace je nezastupitelny proces pii odstra-
novani mikroorganizmii ze vzduchu, kterym se okysli¢uji bioreaktory. Uplatnéni v biologickych
procesech ma také pii ¢isténi plynt z bioreaktort, pfi odsavani vycisténé vody z bioreaktort
zpracovavajicich odpadni nebo povrchové znecisténé vody [46, 27, 8], pii recyklaci bunék, pés-
tovani bunék, ¢isténi enzymu apod. Velkym uplatnénim mikrofiltrace je desinfekce pitnych vod,
pii které se odstranuji fasy, bakterie a prvoci [11, 20]. Jednim z hlavnich diavodt uziti mem-
branovych procest je odolnost nékterych organismu (Giardia, Cryptosporidium) vici chloraci.
Dale se mikrofiltrace pouziva na recyklaci odpadnich vod papirenského primyslu, pri separaci
titanové béloby a dalSich anorganickych pigmentt z vody ¢i odstranovani prvki ¢i nizkomole-

kularnich latek za pouziti predfazené flokulace ¢i jiného zptisobu zvétsovani ¢astic [54, 60].

2.1.7 Ultrafiltrace

Ultrafiltraci se na zékladé sitového efektu odstramnuji ¢astice pfiblizné od 5nm do 100 nm, coZ
odpovida makromolekularnim latkam, pri tlacich do 1 MPa. Ultrafiltrace se hojné vyuziva v po-
travinarském primyslu v pivovarnictvi, lihovarnictvi, ziskdvani skrobu ze skrobarenskych od-
padnich vod, ziskavani ovocnych §tav [42], ziskavani bilkovin ze syrovatky a dalSich mlékaren-
skych produkti [44], pii vyrobé olivového a palmového oleje, ¢i pii zpracovani ryb. Déale pak
na odstranovani organickym latek [53], koncentraci olejovych a latexovych emulzi, ¢isténi od-
padnich [30, 29, 13] i povrchovych vod [57, 35, 32|, pfi filtraci aktivniho uhli, ¢ na virovou
desinfekci pitnych vod [3].
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2.1.8 Nanofiltrace

Nanofiltrace odstranuje c¢astice velikosti pfiblizné od 1 nm do 10 nm, coz odpovida nizkomoleku-
larnim latkam, pti tlacich od 1 MPa do 6 MPa. Transport hmoty zde probiha spise selektivnim
rozpousténim latek a difuzi skrz membranu. Pfi nanofiltraci se jiz uplatiiuje osmoticky tlak,
ktery snizuje hnaci silu procesu. Nanofiltrace se vyuziva k ziskavani organickych latek (cukry,
pesticidy [24], herbicidy [23] a organicka barviva) i nékterych anorganickych latek (arsen [24]),
na separaci jedno- a vice-vazebnych ionti, na odstranéni kyselosti pti vyrobé kaseinu nebo jako

predfadny proces pied reverzni osmézou [56].

2.1.9 Reverzni osmodza

Reverzni osmdza je obraceny proces k osmoéze. Plisobenim tlakti od 1 MPa do 10 MPa na stranu
nastiiku se prekona vysoky osmoticky tlak a skrz membranu prochazi v podstaté Cista voda.
Transport hmoty probiha selektivnim rozpousténim latek a difuzi pfes membranu. Reverzni
osmoza se vyuziva na separaci roztokll anorganickych soli, separaci kovovych ionti, odvodnéni
procesnich i potravinarskych proudid. Nejvice se vSak reverzni osméza vyuziva na odsolovani
brakické a moiské vody [31]. V téchto aplikacich jsou vyuzivana duté vldkna i spirdlné vinuté

moduly.

2.2 Modelovani proudéni dutymi vlakny
2.2.1 Analytické metody

Rigorézni feSeni téchto rovnic zatim neexistuje, proto se problém zjednodusuje natolik, az
jej lze vytesit analyticky. Spole¢nym rysem téchto postupi je predpoklad neménného tvaru
rychlostniho profilu v axidlnim sméru.

Jednu z prvnich praci, zabyvajici se tokem tekutiny poréznim kanalem, vypracoval Ber-
man [1], ktery Fesil Navier-Stokesovu rovnici pro laminarni tok nestlacitelné newtonské kapaliny
za predpokladli neménného tvaru rychlostniho profilu podél osy z, konstantni rychlosti toku
pres porézni sténu a ulpivani kapaliny na povrchu porézni stény. Ukazal, ze zavedeme-li na

zékladé objemové bilance proudovou funkci ve tvaru
U = (hug — uypz) f(N) (2.1)

kde ug je stfedni rychlost na vstupu do kanalu, A je polovi¢ni Sitka kanalu a wu,, je rychlost

toku porézni sténou, redukuje se Navier-Stokesova rovnice na obyc¢ejnou nelinearni diferencialni

dr\? | daf
(&) o

rovnici tfetiho radu
d3

3 = (2.2)
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kde C' je konstanta a f(A) je funkce zavislda na bezrozmérné vzdélenosti A od stfedu kanalu

k porézni sténé. ReSenim této rovnice je

10V U \ df(A
U= N (“ * T) % (23)
i = =0 fO) (2.4)

Pro nizké rychlosti toku pres porézni sténu, které jsou casté v membranovych procesech, lze
zanedbat Cleny s Re,, = uLyh a rovnice (2.2) se zjednodusi na
a3 f
d\3

jejimz feSenim je rovnice Poiseuilleova toku. Pro vyssi hodnoty Re,, lze TeSeni zobecnit moc-

e (2.5)

ninnymi fadami
FO) =" fa(N)Rey, C'=> C.Re], (2.6)
n=0 n=0

Na tuto préci navazali Yuan a Finkelstein [61], ktefi za stejnych podminek a stejnym zpi-
sobem popsali proudéni i v trubkovém kanalu (rovnice (2.7)-(2.9)), Terrill a Shrestha [55], ktefi
stejnym zptisobem popsali proudéni v kanalu se dvéma sténami s rozdilnymi propustnostmi a

Green [18], ktery se zabyval proudénim v kanalu jen s jednou propustnou sténou.

Re,,
u,p(rp, 2B) = U,p [2(1 — 7“]23) + 1—68(2 —Orp + 97’43 — 27"%)] (2.7)
Re,, Re,,
urB(TB) = R_eo |:27’B—7‘%+¥(4TB —9T33+6T5B—7’E):| (28)
16 6Re,, 4Re? 16 Re22 6Re? 22
p(en) = — ZB . Cw?ZB n elzB ew?p el2n (2.9)

Reg Re, 9Re, Re2 Re?

kde u, g je prumérna axialni rychlost v prifezu o soufadnici zp a definice bezrozmérnych veli¢in

. ouogR U, Uy P — Do oU, R r z
sou Rey = U, = —=, Upg = — = Re,, = = =, 25 = =.
J 0 y WzB Uo’ rB UO’ PB ng ) w y I'B R’ B R

Dalsim krokem jsou prace, které predpokladaji snizovani rychlosti toku skrz porézni stény

v zavislosti na tlakovém spadu. Galowin a kol. [14, 15] po¢itali rychlost toku skrz sténu pomoci
Darcyho zékona se snizujicim se tlakovym spadem a dokéazali dobrou shodu téchto vysledki
oproti experimentalnim méfenim Quaila a Levyho [43]. Reseni ve formé fady hyperbolickjch
funkei dosahla Grangerové a kol. [17].

VsSechny tyto modely obsahuji zna¢nou miru zjednoduseni, ale pro malé rychlosti toku skrz
porézni sténu jsou v docela dobrém souladu se skutecnosti. Modely proudéni pti naopak velmi

vysokém Re,, se zabyval Sellars [49], ktery pfevedl Bermanovu rovnici na

d2 dfr\* 1 &

d\?
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ve které pro Re, — oo vypadne posledni ¢len. Pro nizsi hodnoty Re,, je feseni zobecniovano
podobnou mocninou fadou jako v rovnicich (2.6), ale s parametrem Riew' Podobny pristup lze
nalézt v praci Yuana a Finkelsteina [61]. Zpfesnéni pfinaseji prace Terrilla [55] a Robinsona [45].

Pti libovolné rychlosti toku pfes poréznim sténu lze nalézt fesSeni riznymi zptsoby. Vzdy
vSak se problém zjednodusi natolik, aby se dal prisluSnou metodou vyftesit. Vice viz napi.
Morduchow [33], White a kol. [58, 59], Kozinski a kol. [26].

Otézkou axialni rychlosti na porézni sténé se zabyvalo mnoho autorti (Singh a Laurence [51,
52], Chelam [21], Saffman [47] a dalsi). Zatimco rychlost na neporézni sténé se uvazuje vzdy
nulova, na porézni sténé je imeérna rychlosti proudéni skrz sténu a také stoupa se zvysujici se
porozitou stény. V membranovych procesech jsou ¢asté podminky nizkého Re,, a nizké porozity,
proto je v této praci rychlost na sténé zanedbana. Dalsi odkazy na prace, které se snazi stanovit
axialni rychlost u porézni stény lze nalézt v praci Chelama a kol. [22].

Carrol a Booker [4] se zabyvali zandSenim membrany pfi dead-end filtracich, avSak proudéni
uvnitt vldken popsali zjednodusené Hagen-Poiseuileovou rovnici. Dosli k vyjadieni objemového
prutoku v zavislosti na permeabilité membrany, prameéru vldkna, délce vldkna a viskozité kapa-
liny. Tyto zavislosti vynesli do grafii a uvazovali o optimalnich pomérech mezi témito veli¢inami.
Stejny model toku tekutiny pouzivd Carrol [5] v dalsi préci, kterd popisuje vliv vznikajiciho

filtra¢niho kolace na prubéh procesu.

2.2.2 Numerické metody

Mezi prace vyuzivajici numerické feseni metodou konec¢nych diferenci 1ze zaradit praci Hornbec-
kovu [19] pro malé Re,,. Numerickou integraci Bermanovy rovnice (2.2) provedl sim Berman
ve své dalsi praci [2]. Numerické feseni ustaleného osové symetrického toku v poréznim kanalu
prinasi prace Friedmana a Gillise [12], ktefi pfedpokladali parabolicky profil axialni rychlosti na
vstupu i vystupu. Vychazeli z Navier-Stokesovy rovnice formulované pomoci proudové funkce

U a virové funkce w

Y ov _ Ou,  Ou,

T or Ur = 0z w 0z or

U (2.11)

Kotzev [25] pouzil metodu kone¢nych diferenci pro studium toku a pfevodu hmoty v trubkovych
membranovych modulech pro libovolné konstantni Re,,. Vyvoj rychlostniho profilu na zacatku
porézniho kandalu Fesil Doughty a kol. [9, 10].

Oxarango a kol. [37] se zabyvali popisem proudéni ve svazcich dutych vldken i pfi nerov-
nomeérnych okrajovych podminkach a rtznorodém geometrickém uspotradani. Vysli z Berma-
novych rovnic a pfevedli je na jednorozmérny problém zavedenim primérnych veli¢in rychlosti
a tlakt. Vysledky z téchto rovnic jsou v oblasti nizkych Re, v docela dobré shodé s vysledky

CFD vypoctid metodou koneénych objemi. Tyto rovnice pouzili jako zéklad vypoctu pro cely
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modul. Kazdé vldkno ve svazku miize mit jinou tloustku porézni stény a jinou hodnotu perme-
ability. Matematicky model predstavoval rozsahlou soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic,
kterou fesili numericky metodou kone¢nych diferenci. Vysledky vsak nejsou porovnany s expe-
rimentalnimi daty, proto je tézké rici, nakolik je tento zpiisob vypoctu systému s vice kanaly
presny.

Damak a kol. [6] numericky Tesili laminarni izotermni tok nestla¢itelné newtonské kapaliny
trubkou s poréznimi sténami metodou konec¢nych diferenci na jednotné siti. Tok porézni sténou
popsali Darcyho zakonem pro obé slozky rychlosti. Na pocatku kanalu predpokladali ustaleny
Poiseuilletiv tok a na konci kanalu ustaleny rychlosti profil. Axialni rychlost u stény uvazovali
nulovou. Diskretizaci diferencialnich rovnic dostali soustavu algebraickych rovnic pro rychlost,
které Tesili Gaussovou elimina¢ni metodou. Z takto ziskaného rychlostniho pole ziskali tlakové
pole. Z nové ziskaného tlakového spadu urcili rychlost toku pies porézni stény a znovu vypocetli
rychlostni pole. Vysledky srovnali se starsimi perturbac¢nimi metodami a potvrdili tak jejich
platnost v oblasti nizkych Re,. Srovnanim s experimentalnimi daty zjistili relativni odchylku
mensi nez 0,2%. Vypoctena zavislost tlaku na radidlni soufadnici se zpétné jevi jako zanedba-
telna. V praci se autori zminuji o problémech s kolisdnim hodnot vypocteného tlakového pole.
Z toho lze soudit, Ze se setkali s pfipady, kdy feSeni pro navrZzenou sif nekonverguje.

Patankar [41] vytvofil numerickou metodu koneénych diferenci, kterd pracuje na posunutych
sitich pro jednotlivé proménné. Metodu vytvarel s ohledem na jeji aplikaci, tj. na proudéni
a sdileni tepla v tekutiné. Na rozdil od numerickych metod, které pracuji s jednotnou siti,
vypoctené tlakového pole nevykazuje nerealné oscilace.

Mezi prace vyuzivajici k feSeni metodu koneénych prvki patii napt. Nassehi [36], Pan-
grle [38]. Nassehi fesil tok newtonskych kapalin v poréznich trubkéch a v soustavé porézni
trubka v neporézni trubce. Vysel z Navier-Stokesovy rovnice a na okrajovou podminku po-
rézni ¢asti pouzil Darcyho zakon. K feseni ziskanych rovnic pouzil metodu konecénych prvkii.
Vysledky uvadi s pomérné znacnou chybou (az 4% odchylka v celkové latkové bilanci). Tyto
chyby byly zfejmé zptisobeny pouzitim hrubé sité, velkého c¢asového kroku a malym poctem
iteraci. Uvedeny postup by bylo mozno pouzit i pro nenewtonské kapaliny. Pangrle fesil tok po-
rézni trubkou s otevienym i uzavienym koncem se stejnymi vychozimi rovnicemi jako Nassehi.
Vysledky porovnal s hodnotami rychlosti naméfenymi pomoci magnetické rezonance a zjistil

jen malé rozdily.

2.2.3 Shrnuti

K feseni proudéni v dutém vldkné se zpocatku pouzivaly metody analytické. Perturbac¢ni me-
tody maji uzsi rozsah platnosti, protoze pfti jejich odvozeni se mnoho jevi zanedbava a jsou

feSeny jen pro maly pocet jednoduchych uspofadani. Reseni Ize také nalézt ve formé nekoned-
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nych fad, kde presnost reseni zavisi na poctu ¢lent fad pouzitych k vypoctu. Vsechny analytické
metody vsak Tesi tok tekutiny kanalem s urcitym stupném zanedbani nékterych jevii.

S rozvojem numerickych metod a vypocetni techniky se tyto postupné prosazuji. Vhodnou
numerickou metodou je mozné fesit iplny matematicky model. Numerickd metoda konecnych
diferenci s jednotnou siti je v prfipadé proudéni nevyhodné, protoze muize poskytovat nerealné
oscilace tlakového pole. Proto se pro feseni jevi jako nejlepsi numerické metody s posunutou siti
nebo metoda konec¢nych prvki. Metoda konecnych prvki je vhodna hlavné pro piipady slozité
geometrie, protoze pii jejim pouziti lze nadefinovat libovolnou sit a FeSit presnéji proudéni
v komplikovanych mistech v systému, zatimco v jednoduchych mistech, kde se veli¢iny méni jen
pozvolna, lze mit sit fidkou a tim urychlit vypocet. Metoda konecnych diferenci s posunutou
siti neposkytuje az takovou volnost ve volbé sité, je vsak jednodussi. V nasem piipadé neni
geometrie slozita, proto se zda, ze pouzitim této metody mizeme ziskat dobré vysledky pri
rozumné slozitosti problému.

Pouziti numerické metody, at uz jakékoliv, je vhodné také z diivodu predpoklddanych nava-
zujicich diplomovych praci, které se budou zabyvat modelovanim dead-end filtrace v modulech
s dutymi vlakny.

Ptipad geometrie sani z trubkového kanalu s uzavienym koncem a navazujici neporézni
¢asti, fesi jen malo praci. Carrol a Booker [4, 5] TeSi stejnou geometrii, avsak jednoduchym
analytickym fesenim, jehoz obdoba je popsana v dodatku a slouzi jako nasttel pro nas vypocet.

S numerickym fesenim podobné geometrie Patankarovou metodou posunutych siti jsem se

v literatute nesetkal. Patankar uvadi nékolik priklad@ pouziti, avsak na jinych problémech.
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3 Matematicky model

3.1 Predpoklady

Matematicky model, ktery je v dalsim textu uveden, bude popisovat proudéni kapaliny z vné;jsi
strany dutého vlédkna (kde je ve v8ech mistech stejny tlak pr) pfes porézni sténu vldkna dovnit¥
a dale vnittkem vlédkna az k vystupnimu konci (kde je tlak pg). O proudéni kapaliny budeme
predpokladat, Ze je ustalené, ma laminarni charakter a probiha za izotermnich podminek. Ka-
palina je newtonska a nestlacitelna. Jeji hustota i viskozita jsou tedy konstantni a znamé. Kanal

je primy, valcovy, s konstantnim primeérem; je tedy symetricky podle osy.

J b =DF
y
R
EE—
Vv
z=0 z=1L z=L+ Ly
b =DE

Obrézek 3: Model vldkna

Porézni ¢ast dutého vldkna mé délku 2L. Na porézni ¢ast navazuje na obou koncich ne-
porézni ¢ast o délce Ly. Kapalina z divodl symetrie proudi uvniti dutého vldkna v kazdé

poloviné vlakna k bliz§imu konci. Vnitini polomér vlakna je R.

3.2 Rozmérovy tvar

Matematicky model je tvofen rovnici kontinuity, pohybovou rovnici [40] a okrajovymi podmin-

kami.

Pohybova rovnice realné tekutiny

ou 1 1 =
—+u-Vi=—-Vp—-V.-T+g 3.1
5 VP g (3.1)
kde u je rychlost proudéni, t je cas, ¢ je hustota, p je tlak, 7 je tenzor napéti a ¢ je gravitacni
zrychleni.

Tuto rovnici je vhodné rozepsat v cylindrickych soutfadnicich:
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ve sméru radidlni souradnice r:

ou, Ou,  wyOu, ud Ou,  10p 1 [(10(r7,) 1079 799 OTp:
a " o oo v e )ter B2

or +7 ov —7+u25 T p0r o

ve sméru tangencialni souradnice ¥:

8u19
ot +u,

Ouy Uy Ouy  Uply Jug  119p 1[1 o(r’*r.y) 10199 0Ty
o T e T % T oraw 5(72 o traw o )t B3)

ve sméru axialni soutradnice z:

ou ou, Uy Ou, ou, 1op 1 <16(T7}Z) 107y, OT.s

ot Yor T a0 T T Tha: o\ ar +Faq9+az>+gz (3.4)

Slozky tenzoru napéti jsou obecné vyjadieny vztahy:

- ) 1
[10uy w, 1 .
TY99 — —2,u _;W + 7 - gv : ’LL:| (36)
- . 1
[Ou,  Ou,
Try = Tzgr = — i 87" + az :| (38)
[0 1 du,
Trg = Tor = —[ 7’5 (%) + r a:;] (3.9)
[ Ou 10u,
Ty = Tz = — a): + ; 819:| (310)

Vzhledem k tomu, Ze kapalina je nestlacitelné, proudéni je ustalené a v dané geometrii osove
symetrické muzeme predchazejici rovnice (3.2)—(3.10) dale zjednodusit. Divergence rychlosti
je nulova, tangencialni slozka rychlosti uy je nulova, derivace vsech veli¢in podle tangencialni
soutadnice ¥ je také nulova a derivace podle ¢asu je také nulova. Pokud vynechame tyto ¢leny,
vypadnou nékteré rovnice pro 7, celd pohybova rovnice ve sméru ¥ a nékteré cleny z ostatnich

rovnic pro 7 a zbylych dvou pohybovych rovnic. Zistanou tyto rovnice:

ou, ou, 1op 1 [/10(r7) To9 = OTrs
Rt S (el = 11
oy U 0z o0r o (7“ or r * 0z ) (3:11)

ou, ou,  190p 1 (10(r7.) Ot
UTW + uZa = E& E (; or + - ) (3.12)
ou, Uy Ju, Ou,  Ou,
— 9" - —9,r ) = — 1

Trr M or y  TYo M r s Tzz M Oz y Trz M ( or + O ) (3 3)

20



3 MATEMATICKY MODEL

Rovnice kontinuity

do L
2% + V- (ou) =0 (3.14)

op€t rovnici rozepiseme do cylindrickych soutadnic:

do | 10(oru,) lﬁ(guﬁ)+8(gu2)

E+r or r oY 0z =0 (3.15)

Pokud vynechame cleny, které jsou podle predpokladt nulové, dostaneme rovnici:

1 J(ruy,) N ou,

=0 3.16
r Oor 0z ( )
3.2.1 Okrajové podminky
z2=0,0<r<R:
u, =0 uprostied vlakna je tok kapaliny v axidlnim smeéru z nulovy
ou, 0 uprostied vlakna wu, nezavisi na z z divodu symetrie kolem stfedu
0z vldkna
z=L+Ly,0<r<R:
u, =0 neporézni ¢asti povrchu vlakna nic netece

vyvinuty Poiseuilletiv toku na konci neporézni ¢asti vlakna

2

0<z<L+Lyn,r=0:

u, =0 v ose vldkna je diky symetrii nulova radialni rychlost
a(;ff =0 v ose vldkna mé v, maximum

0<z<L,r=R:
u, =0 nulovy skluz toku kapaliny v axidlnim sméru na povrchu stény

Uy = E(p — pr) rychlost skrz sténu z Darcyho zakona, permeabilita K = konst.

L<z< L+ Ly,7r=R:
u. =0 neporézni ¢asti povrchu vlakna nic netece

u, =0 nulovy skluz toku kapaliny v axidlnim sméru na povrchu stény

3.3 Bezrozmérny tvar

Rovnice (3.11), (3.12), (3.13), (3.16) a okrajové podminky pfedstavuji rozmérovy matematicky

model, v némz tii neznamé pole w,., u,, p zavisi na osmi rozmérovych parametrech o, u, L, Ly,
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R, pr, u,g, K. Kvili snizeni poc¢tu parametrii prevedeme tento model na bezrozmérny tvar

s vyuzitim nasledujicich definic bezrozmérnych veli¢in:

rp = %, ZB = % (317)
uoR uoR
Uppg = , Uyg = —— 3.18
B m B m (3.18)
R%(p —
pp = AP~ pr) (3.19)
0
2
TijB = Q]ZQTU (3.20)

Kdyz z téchto rovnic vyjadiime rozmérové veliciny a dosadime do rozmérového matematického
modelu, dostaneme rovnice matematického modelu v bezrozmérném tvaru.
Slozka r pohybové rovnice:

" Ou,p " Ou,p _ _3]73 _ ia(TBTrrB) n T99B 07,28 (3.21)
B 87‘3 =B 8z3 87“3 B (‘%B B 823 .

Slozka z pohybové rovnice:

auzB 8uzB apB 1 a(71B’7_7"ZB) . 87—zzB

rB——— . = — - — 3.22
trb org +UsB Ozp Ozg rp Orp Ozp (3.22)
Rovnice kontinuity:
1 8(TBUTB) 8uzB
— + =0 3.23
B 87“3 823 ( )
Slozky bezrozmérného tenzoru napéti T
aurB UrB auzB auzB aurB
B = —2 ) =—2—, T..p= —2 y TrzB — = 3.24
TrrB 87‘3 oo B Tzl 823 Tr=bB 67"3 + @zB ( )

Okrajové podminky v bezrozmérném tvaru:
zp=0,0<rg<1: u,g =0

GuTB o
823 =0

z2=A4+ Ay, 0<rp<1: u,g =0

u.p = Rep(l —1%)

OSZBS)\—F)\N,TB:Oi UTBZO

8uzB

8’/‘3 =0
0<zg< A\, rg=1: u,g =0
Urp = KPB

/\SZB§>\+)\N,TB:12 UTBZO

u.p =0
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kde
(3.25)

Matematicky model v bezrozmérném tvaru obsahuje pole tii veli¢in u, g, u.p a pp a zavisi jen

na ¢tyfech bezrozmérnych parametrech Reg, k, A, Ay.

3.4 Konzervativni tvar rovnic

Vyse uvedené rovnice je vyhodné pievést do konzervativniho tvaru, ktery je vhodnéjsi pro jejich
diskretizaci. Slozky pohybové rovnice (3.21) a (3.22) upravime tak, ze k rovnici (3.21) p¥ipoc-
teme wu, 5 nasobek rovnice kontinuity (3.23) a k rovnici (3.22) u,p nasobek rovnice (3.23). Obé

vzniklé pohybové rovnice vynasobime rg stejné jako ptivodni rovnici kontinuity a dostaneme:

8(TBU72»B) O(rpurpu.p) o Opp  O(rpTp) (rBTr2B)
87“3 + 823 B aTB 87’3 + oo 623 (326)
(rpu,puzp)  O(rpulg) Opp  O(rpT.p) O(rBT.:B)
87“3 * 823 - 823 aT’B aZB (327)
8(rBuTB) 8<TB’LLZB)
pu— .2
87’3 + 823 0 (3 8)
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4 Numerické reSeni metodou siti

Analytické Feseni matematického modelu je sotva mozné, proto musime pouzit pribliznou nu-
merickou metodu. Misto spojité funkce, ktera presné spliuje rovnice modelu ve vSech bodech
oblasti feSeni, dostaneme hodnoty jen v konec¢ném poctu bodi, a to jesté s urcitou chybou. Pro

numerické feSeni rovnic pouzijeme metodu siti.

4.1 Navrh siti

Pro jednotlivé veli¢iny (u,p, u.p, pg) pouzijeme rtizné (vzajemné posunuté) sité. Metoda posu-
nutych siti je popsana napi. v Patankarové knize [41] a jeji pouziti pfi vypoctu proudéni tekutin
odstranuje potize s fyzikalné neredlnymi oscilacemi tlakového pole, které mohou vzniknout pii

numerickém Teseni na jednotné siti. Pii vytvareni posunutych siti pouzijeme nasledujici postup.

uzly sité pp uzly sité u,p uzly sité u.p

TB:].

ZBZO ZB:)\ ZB:)\—I—)\N

Obrazek 4: Sité uzlu

Oblast Teseni pokryjeme soustavou N, + 1 vodorovnych a N, + 1 svislych tsecek (viz obr. 4)

o rovnicich

TB=TB1;TB2; -} TBN,+1 (4.1)

ZB = ZB1,%B2; -y *BN,+1 (4~2)

Piitom rp1 =0, rgy,+1 =1 a 251 = 0, 2gn.+1 = A+ Ay. Pokryti oblasti feSeni pfitom volime
tak, aby jedna svisla tisecka méla rovnici zp; = A. Pouzité tsecky rozdéluji oblast feseni na

soustavu kontrolnich objemii pro rovnici kontinuity. Déleni ve svislém i vodorovném smeéru
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nemusi byt ekvidistantni a tudiz kontrolni objemy nemusi byt stejné velké. Kazdy kontrolni
objem lezi cely budto nalevo nebo napravo od tsecky zp; = A.

Uzly sité pro tlak pp umistime doprostfed kontrolnich objemt pro rovnici kontinuity. Ve
sméru radialni souradnice je tedy pocet uzld pro tlak N,, ve sméru axialni souradnice NN,.
Vsechny uzly sité pp lezi uvnitf oblasti feSeni Q: {0 <rp < 1,0 < zp < A+ Ay}

Uzly sité pro radialni slozku rychlosti w,5 umistime na priseciky vodorovnych délicich
useCek (4.1) a svislych tsecek prochézejicich tlakovymi uzly. Tato sit mé tedy v radidlnim
sméru o jeden uzel vic N, + 1, nez sif pg. V axiadlnim sméru maji obé sité stejny pocet uzla V..
Dolni a horni rada uzlt sité u,p lezi na hranici oblasti feSeni.

Uzly sité pro axialni slozku rychlosti v,z umistime na priseciky svislych délicich tsecek
(4.2) a vodorovnych tusecek prochazejicich tlakovymi uzly. Tato sit mé tedy v axidlnim sméru
o jeden uzel vic N, + 1, nez sit pg. V radidlnim sméru maji obé sité stejny pocet uzli N,. Levy
a pravy sloupec uzli sité u.p lezi na hranici oblasti feseni.

Sité pro jednotlivé veli¢iny jsou schematicky znazornény na obr. 4. Uzly jednotlivych siti
pritom vytvaii horizontalni a vertikalni fady; pricemz vzdélenosti sousednich fad nemusi byt

konstantni.

4.2 Diskretizace rovnic

Pivodni parcialni diferencialni rovnice matematického modelu prevedeme na diferen¢nimi na-
hrady (diskretizujeme), coZ jsou algebraické rovnice pro nezndmé hodnoty veli¢in v piislusnych
uzlech siti. Existuje vice zptisobi jak diskretizovat parcialni diferencialni rovnice, napt. metoda
konec¢nych diferenci, metoda kone¢nych prvki, metoda konecnjch objemii apod. Pouzijeme po-
sledni z nich, metodu kone¢nych objemt. U této metody integrujeme parcialni diferencialni
rovnici v ur¢itém okoli (koneéném objemu) uzlu piislusné sité, coz vlastné znamend, ze poza-
dujeme splnéni diferencialni rovnice nikoliv v kazdém bodé, ale v priméru. Ve dvourozmérném

modelu (soufadnice rg, z5) mé koneény objem vyznam plosky v okoli uzlu.

4.2.1 Diskretizace rovnice kontinuity

Diskretizaci provedeme na kone¢nych objemech v okoli uzlt zékladni sité tlakového pole. Oblast
(koneény objem) w, pfes kterou integrujeme rovnici kontinuity, je vyznacena v obrazku Srafo-
vané. Uzel (P) sité tlakového pole lezi uprostied mezi uzly (n) a (s) a uprostied mezi uzly (e)
a (w). Uzly (n) a (s) odpovidaji uzlim sité radialni slozky rychlosti; uzly (e) a (w) odpovidaji

uzltim sité axidlni slozky rychlosti. Integrujeme rovnici kontinuity (3.28) pfes oblast w.

e 8(7"31%3) 8(7"31623)
= 4.
/ / |: 8rB + 823 d’I"BdZB 0 ( 3)
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nw n ne
w / €
sSw S se

Obrazek 5: Koneény objem w pro rovnici kontinuity

Vyraz na levé stran€ lze ¢astecné integrovat exaktné

ZBe TBn
/ (TBnuan - TBsurBs)dZB + /(rBuzBe - 7"Busz)dTB =0 (44)
ZBw TBs

Pfitom wu,p, je radidlni slozka rychlosti na hrané (nw,ne) oblasti w a je obecné funkei zp. Pii
dalsi integraci ji vSak budeme povaZovat za konstantni na celé hrané (nw,ne) a rovnou hodnoté
v uzlu (n). Podobné pro u,pgs.

Veli¢ina u, g, je axialni slozka rychlosti na hrané (se,ne) oblasti w a je obecné funkei rp. Pii
dalsi integraci ji vSak budeme povazovat za konstantni na celé hrané (se,ne) a rovnou hodnoté
v uzlu (e). Podobné pro u.p,. Za téchto zjednodusujicich pfedpokladi dostaneme z rovnice
(4.4) provedenim naznacenych integraci

7,,2 = ,,,.2 )
(ZBe - ZBw)(anuan - rBsurBs) + %(uzBe - usz) =0 (45)

Rovnici mtizeme upravit do tvaru

Agnlrpn + Agstiyps + Apetlzpe + Agwtipw =0 (4.6)
kde
Akn = (2Be — 2Bw)TBn (4.7)
Axgs = —(2Be — 2Bw)7Bs (4.8)
Age = il 3 (4.9)
2
Agw = —Ake (4.10)

4.2.2 Diskretizace r-slozky pohybové rovnice

Diskretizaci provedeme na konec¢nych objemech v okoli uzlti sité radialni slozky rychlosti. Oblast

wy, pres kterou integrujeme rovnici (3.26), je vyznaCena v obrazku Srafované. Diskretizace se
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provadi jen pro ty uzly sité w,p, které lezi uvniti oblasti feSeni. Pro uzly na hranici oblasti

jsou hodnoty wu,p ddny okrajovymi podminkami. V tomto obrazku jsou {P,S,N;W E} uzly sité

N
nw n ne
W w // % e E
SW S se
S

Obrazek 6: Koneény objem w, pro r-slozku pohybové rovnice

veli¢iny u,g, {s,n} jsou uzly sité veli¢iny pg a {sw,nw,se,ne} jsou uzly sité veli¢iny u,p. Uzel (P)
lezi uprostied mezi (e) a (w), ale nemusi lezet uprostied mezi (n) a (s). Uzel (n) lezi uprostied
mezi (N) a (P) a podobné (s) lezi uprostfed mezi (S) a (P). Uzel (e) nemusi lezet uprostied
mezi (P) a (E) a podobné (w) nemusi leZet uprostied mezi (W) a (P).

Rovnici (3.26) pfevedeme do anulovaného tvaru a integrujeme pres w;

ZBe TBn

O(rpu? O(rpu,pu 0 o(rpT, d(rp
( B rB) + ( BUrB zB) g PB + ( B T?“B) — Tosn + ( B TZB) drpdzp (4'11)
67"3 aZB E)rB 87"3 8z3
ZBw TBs
Nékteré cleny vyrazu na levé strané lze castecné integrovat exaktné
ZBe TBn
[ (rentlp, — rpsulps)dzg + [ (rpurpetizpe — TBUBWU:BW)dTE +
ZBw TBs
ZBe ZBe
+ f TBP(an - sz)dZB + f (TBnTran - TBsTrrBs)dZB - (412)
ZBw ZBw
ZBe TBn TBn
— | [ moopdrpdzg + [ (reTrape — TBTreBw)dre =0
ZBw TBs TBs
Postup integrace ¢lenu s tlakem si zaslouzi blizsi vysvétleni. Plati
dps _ O(rBpB)
B Org Orp bB ( )
potom
TBn apB T"Bn
i TBWdTB = IBnPBn — T'BsPBs — | PBATE = (4.14)
TBs B TBs
TBP TBn
= T"BnPBn — "BsPBs — f ppdrp — f ppdrp
TBs TBP

27



4 NUMERICKE RESENI METODOU SITI

Dale predpokladame, ze hodnota tlaku je na kontrolnim objemu w v okoli tlakového uzlu kon-
stantni a rovna hodnoté v uzlu. To znamend, Ze (viz obr. 5) tlak na tsecce (s,P) je roven pp;

a tlak na tsecce (P,n) je roven pp,. Potom se dostaneme k vyjadfeni v rovnici (4.12)

T"Bn

Op
B arB drg = rB.pPBn — BsPBs — (TBP - TBs)sz - (TBn - TBP)an = TBP<an _sz) (415)
B

TBs

Pti dalsich integracich rovnice (4.12) se uvazuji veli¢iny na piislusnych ¢astech hranice w, za
konstantni. Napiiklad w,p, na hrané (nw,ne) je konstantni a rovna hodnoté v uzlu (n). Navic
¢len Tyyp se uvazuje konstantni na celé oblasti w,. Dostaneme

2 2

r —T
(TBnu?"Bn - TBSung)(ZBe - sz) + (urBeuzBe - urBwusz)% + (416)
7,,2 _ T2
+(TB"T”B” B TBSTTTBS)(ZBE - ZBw) + (TrzBe - Trsz)% +

+rep(PBn — PBs)(2Be — 2Bw) — ToopP(TBn — TBs)(2Be — 2Bw) = 0

V rovnici jsou ¢leny obsahujici
— souciny slozek rychlosti (u?g, , UrBelsBes - - - )
— slozky tenzoru napéti (7,,.pn, TosBp, - - - ), Které jsou linedrni funkei derivaci slozek rychlosti a
UrBpP,
— hodnoty tlaku.

Dalsi tiprava rovnice (4.16) spo¢iva v linearizaci ¢lent se souciny slozek rychlosti a nahradé
derivaci ve ¢lenech 7,5 diferenc¢nimi vzorci. Clen rpp(ppn — pps)(2Be — 2Bw) neni tieba dale

upravovat, protoze pg, a pps jsou hodnoty tlaku piimo v uzlech tlakové sité.

Linearizace c¢lent se souciny sloZek rychlosti

Postup linearizace ukdzeme na ¢lenu u,g.u,g.. Tento ¢len vyjadiuje (v bezrozmérném tvaru)
sdileni r-slozky hybnosti tekutiny konvekci ve sméru z.

Veli¢inu u, ., ktera je mirou velikosti konvekce ve sméru z, uré¢ime jako aritmeticky primeér
z hodnot v uzlech (ne) a (se) sité u,p

UzBne + UzBse
- Trbse 4.17
_ (417)

UzBe =

Nahradu veli¢iny u,g. provedeme odlisSnym zpiisobem; pouzijeme tzv. ndhradu ,proti proudu*

(upstream), ktera je dana vztahy
pro uge = 0: Urpe = UrBP, (418)

Pro uzpe < 0: UrBe = UrBE
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Veli¢ina u,p. je tedy nahrazena hodnotou v tom uzlu sité u,p, ze kterého tekutina pritéka

(odtud nazev). Podle toho mtizeme vyjadfit ¢len w,gu,p. takto
UrBeUzBe = —maX(O; _uzBe>UTBE + maX(O; uzBe)“rBP (419)

kde u.p. je ddna vztahem (4.17). Funkce max(a;b) vybird maximum z hodnot a,b. Stejnym

zpusobem nahradime dalsi nelinedrni ¢leny v rovnici (4.16)

UrBwUzBw = _maX(O; _usz)urBP + maX(O; usz)urBW (420)
U gy = UzBnw —2i_ Uz Bsw (421)
u?y, = —max(0; —upn)t,yzx + max(0; U5, )u,5p (4.22)

T + Uy
u?p, = —max(0; —u,ps)t,zp + max(0; u,ps)UyBs (4.24)
UrBs = UTBS—F# (4'25)

Upravy clent se sloZkami tenzoru napéti

ou, B) UrBN — UrBP
TrrBn = -2 ~ 22— 4.26
( orp n BN —TBP ( )

aurB) Urpp — UrBS
TorBe = —2 ~ —g Bl B 4.27
( orp s 'Bp —TBS ( )

a'U/,ZB aurB UzBne — UzBse UyrBg — UrBP
rsBe = — + ~ — + 4.28
Treb <37”B 823) ( Bn — T'Bs ZBE — ZBP ( )
T Bw = — (6uzB + aU'TB) ~ (uanw — UzBsw + UrBp — UTBW) (4 29)
e Orp Ozp w TBn — TBs ZBP — ZBW '
Uy
TooBp = —2 . 22 (4.30)
BP

Dosadime-li do rovnice (4.16) vyrazy (4.19), (4.20), (4.22), (4.24), (4.26)—(4.30) a seskupime
jednotlivé ¢leny obsahujici u,pp k sobé (a podobné ¢leny s u,pn,Urps,UrBE,Urpw ), MiZeme

vyslednou rovnici psat ve tvaru

Arpu,pp = ArNUurN + Arstrps + Arptrpe + Arwtrsw + Bre(Pes — PBn) + Crp (4.31)
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kde
2
Arn = (2Be — ZBw)TBn [maX(O; —UrBn) + —] (4.32)
BN —TBP
2
Ags = (2Be — 2Bw)TBs {maX(O; Urps) + —1 (4.33)
Bp — TBS
2 .2 1
App — Bn — T'Bs [max(o; —uzBe) + —} (4.34)
2 ZBE — ZBP
2 .2 1
2 ZBP — ZBW

"Bn 'Bs
Arp = (2Be — ZBw n 0; uyrByn) + rpsmax(0; —u,ps) + 2 +
RP (ZB ZB ) |:T'B max( UrB ) B X( B ) <7"BN —rap [ — TBS>:|

2 2

= 1k N 0: — n 1 n 1 4.36
+ 5 [max( ,uzBe) + max( ) usz) 2ZBE — ZBP  ZBP — ZBW ( )

Brp =r5p(2Be — 2Buw) (4.37)

n s 2 T
CRP = W(uane — UzBse — UzBnw T uzBsw) - %(TBH - TBS)(ZBG - ZBw) (438)

Druhy ¢len v rovnici (4.38) sice obsahuje u,gp, ale nebyl vyjimecné prifazen k Agpu,pp. Ko-

eficient Agp mizeme dale upravit. Na zakladé rovnosti
u = max(0; u) — max(0; —u) (4.39)

nahradime v (4.36) jednotlivé ¢leny s max() a dostaneme

"Bn 'Bs
A = e w n 0; —UrBn s 07 rBs 2
rp = (2Be — 2Bw) [TB max(0; —u,g,) + rpsmax(0; u,ps) + (TBN p— + p— TBS>:|

2 2
"Bn — TBs 0: — 0; ! . 4.40
4 5 [max( ; —uzge) + max(0; u.py) + 2BE — ZBP + ZBP — ZBW ( )

Pticemz bylo vyuzito skutec¢nosti, ze
2

2
TBn —TBs (4 b0 pw) = 0 (4.41)

(ZBe - ZBw)(TBnUan - TBsurBs) + 9

coz je vlastné diskretizovana rovnice kontinuity (4.5), tentokrat ovSem v okoli uzlu sité u,p.
Porovnanim vztahu (4.36) se vztahy (4.32)—(4.35) je vidét, ze

ARP = ARN+ARS+ARE+ARW (4.42)

Hodnoty rychlosti, které figuruji v koeficientech Ag;, se pocitaji ze vztaht (4.17), (4.21), (4.23),
(4.25).
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Ve vyrazech (4.28), (4.29), (4.34), (4.35) figuruji hodnoty u,pg, u,pw a soufadnice zpg,
zBw, které mohou odpovidat uzlim lezicim mimo oblast feSeni.
V ptipadé, ze uzel (P) sité w,p lezi v prvnim sloupci vlevo od hranice zp = A + Ay, pak

(%UTB ) = 0 (plné vyvinuty profil). Ve vztahu (4.28) vypadne ¢len UBE — UrBP 4 y koefici-
2 ). Upgp — UBp

entech Arp a Agp proto nebude clen ﬁ Navic pro takovy uzel je u,.gr = 0 a soucin
BE — ZBP
Aggu,pg se v rovnici (4.31) neuplatni.

Jestlize naopak lezi uzel (P) v prvnim sloupci vpravo od hranice zp = 0, potom u,p, = 0

a (%ZTB> = 0 (symetrie podle stfedu vldkna). Koeficient Agy je v tomto pfipadé nulovy a
B

w
tim je vyloucena zavislost na u,gy v uzlu mimo oblast feSeni.

4.2.3 Diskretizace z-sloZky pohybové rovnice

Diskretizaci provedeme na konec¢nych objemech v okoli uzli sité axialni slozky rychlosti. Oblast
w,, pres kterou integrujeme rovnici (3.26), je vyznacena v obr. 7 Srafované. Diskretizace se
provadi jen pro ty uzly sité w.p, které lezi uvniti oblasti feseni. Pro uzly na hranici oblasti

jsou hodnoty u,p dany okrajovymi podminkami. V tomto obrazku jsou {P,S,N;W E} uzly sité

N
nw n ne
%% w // e E
SW S se
S

Obrazek 7: Kone¢ny objem w, pro z-slozku pohybové rovnice

veli¢iny u,p, {w,e} jsou uzly sité veli¢iny pp a {sw,nw,se,ne} jsou uzly sité veli¢iny u, 5. Uzel (P)
lezi uprostied mezi (n) a (s), ale nemusi lezet uprostied mezi (e) a (w). Uzel (e) lezi uprostied
mezi (E) a (P) a podobné (w) lezi uprostied mezi (W) a (P). Uzel (n) nemusi lezet uprostied
mezi (P) a (N) a podobné (s) nemusi lezet uprostied mezi (S) a (P).

Rovnici (3.26) pfevedeme do anulovaného tvaru a integrujeme pies w,

TBn ZBe
|:a(rBurBuzB) +a(7”BuzB) 4 Opg 3(7“BTrzB) a(TBTzzB)

dzpdrg =0 (4.43
87’3 02’3 "B 823 + a’I“B + 823 “BCIB ( )

TBs ?Bw
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Nékteré cleny vyrazu levé ¢asti rovnice lze castecné integrovat exaktné

ZBe TBn 9 9 "Bn
f (7BnUrBnUzBn — TBsUrBsU-ps)d2p + f (rusip, — rusp,)drs + f r8(PBe — PBw)drB +
ZBw TBs TBs
ZBe TBn
+ f (TB'IZT’I‘ZBTL — rBsTrzBs)dZB + f (TBTzzBe — TBTzsz>dTB =0 (444)
ZBw TBs

Pti dalsich integracich se uvazuji veli¢iny na piislusnych c¢astech hranice w, za konstantni.
Napfiiklad u,p, na hrané (nw,ne) je konstantni a rovna hodnoté v uzlu (n). Dostaneme

2 2

T — T
(anuTBnuan - TBsurBsuzBs)(zBe - ZBw) + %(I@Be - usz) + (445)

2 2 2 2
+ "Bn — TBs — rBs(

(TBnTran - rBsTrzBs)<ZBe — ZBw) T(TzzBe - Tzsz) + TBnT PBe — pBw) =0

Dalsi tprava rovnice je podobnd tpravé rovnice (4.16) z ¢asti 4.2.2. Zde jsou uvedeny jen

vysledky bez podrobného komentare.

Linearizace c¢lenu se souciny sloZek rychlosti

UrBrUzpn = —mMax(0; —u,pp)u.pn + max(0; u,p,)u.pp (4.46)
Ur i = W (4.47)
Urstizps = —mMax(0; —u,ps)u.pp + max(0; u,ps)u.ps (4.48)
Urps = % (4.49)
u?,, = —max(0; —u.pe)u.pr + max(0; u.p. )u.5p (4.50)
Uspe = w (4.51)
u?y, = —max(0; —u.pw)U.pp + max(0; u.py )U. W (4.52)
Usp = M (4.53)
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Upravy élenu se sloZkami tenzoru napéti

8“7” 8“2 UrBne — UrBnw U — U,
B B + B ~ B B 1 BN BP (4'54)
Ozp orp n ZBe — ZBw BN —TBP
S p— aurB auzB UrBse — UrBsw + Upp — UzBS (455)
O0zp 07’3 — ZBw rBP — TBS
a z z - Uz
B ( Up\ o UsBE ~ UsBP (4.56)
ZBE — ZBP
a z z - Uz
Tz22Bw — _2 ( l B) ~ _2M (457)
Ozp w ZBP — ZBW
Dosadime-li do rovnice (4.45) vyrazy (4.46), (4.48), (4.50), (4.52), (4.54)—(4.57) a seskupime

jednotlivé ¢leny obsahujici u,pp k sobé (a podobné ¢leny s u.py, u,Bs, U.BE, U.pw ), MUZeme

vyslednou rovnici psat ve tvaru

Azpu.pp = Aznu.pn + Azsu.ps + Azgpu.pe + Azwu.sw + Bzp(Ppw — Pe) + Czp  (4.58)

kde
1
AZN = (ZBe — ZBw)TBn [maX(O; —Uan) —+ —:| (459)
'BN —TBP
1
Azs = (2Be — 2Bw)TBs [maX(O; UrBs) + —} (4.60)
Bp —T'BS
2 .2 2
Ayp = TBn — "Bs {maX(O; —U,pe) + —] (4.61)
2 2BE — ZBP
2 _ .2 2
Az = "Bn — T'Bs {max(O; usz) + —} (4.62)
2 2BP — ZBW
Azp = Azn + Azs + Azp + Azw (4.63)
2 .2
Byp = % (4.64)
CVZP = an(uane - uanw) — T'Bs (urBse - urBsw) (465)

Hodnoty rychlosti, které figuruji v koeficientech Az;, se pocitaji ze vztaht (4.47), (4.49), (4.51),
(4.53).

V nékterych z vyse uvedenych vyrazi figuruji hodnoty u.gy, u.ps a souradnice rgy a rgg
pro uzly (N) a (S) lezici mimo oblast feSeni.

V piipadé, ze uzel (P) sité u.p lezi v prvni fadé pod horni ¢asti hranice oblasti FeSeni

rBn = 1, pouzijeme misto ndhrady (4.46) ndhradu

UrBrUzpn = —max(0, =g, ) U, 5, + max(0, u,p,)u.pp (4.66)
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a misto nahrady (4.54) pouzijeme

UrBne — UrBnw UzBn — UzBP
TrzBn =— — + (467)
ZBe — #Bw ZBn — ZBP

V néhradach (4.66), (4.67) je tedy misto u,py pouZito hodnoty u,p, a misto gy hodnoty rg,.
Rovnice (4.58) se zméni tak, ze prvni ¢len na pravé strané bude Azyu,p,. V koeficientech Ay
a Azp bude misto rgy hodnota rp,. Ostatni koeficienty se nezméni a platny zistava i vztah
(4.63). Protoze pro rp, = 1 je podle jedné z okrajovych podminek wu,p, = 0, prvni ¢len na
pravé strané rovnice (4.58) se nakonec neuplatni.

V piipadé, Ze uzel (P) sité u,p lezi v prvni fadé nad dolni ¢asti hranice oblasti feSeni rgs = 0,

je koeficient Azg = 0 a hodnota u,pg se v rovnici (4.58) neuplatni.

4.2.4 Rovnice pro tlak

V predchazejicich ¢astech jsme dostali diskrétni analogy r- a z-slozky pohybové rovnice (rovnice
(4.31) a (4.58)) ve tvaru kvazilinedrnich algebraickych rovnic pro obé slozky rychlosti. Rovnici

(4.31) upravime do tvaru

ugp = Urpp + Drp(PBs — PBn) (4.68)
kde @ budeme nazyvat pseudorychlost v souhlase s pojmenovanim, které pouzil Patankar [41].
Pritom
. _ ArnUrBN + ARrst,ps + Arpurpe + Apwtrsw + Crp
UrBp — (469)
Arp
B
Dpp == (4.70)
Agp

Podobné rovnici (4.58) upravime do tvaru

u.gp = U.pp + Dzp(PBw — PBe) (4.71)
. ~ Agnu.pn + Azsu.ps + Azpu.pr + Azwu.pw + Czp
UBp = (472)
Azp
B
Dyp==-2% (4.73)
Azp

Chybi nam jesté rovnice pro tlak podobna rovnicim (4.31) a (4.58). Diskretizovana rovnice
kontinuity vyjadiuje vztah mezi slozkami rychlosti na hranach kontrolniho objemu v okoli
obecného uzlu sité pro tlak a hodnoty tlaku explicitné neobsahuje. Mtze ale slouzit jako vychozi
bod pro odvozeni potifebného vztahu. Do rovnice (4.6) dosadime za jednotlivé slozky rychlosti
jejich vyjadieni pomoci vztahi (4.68) a (4.71), s vyjimkou u téch uzli {n,s,w,e} kontrolniho

objemu w, které lezi na hranici oblasti feseni. Dostaneme

Appppp = ApnpBN + Apspes + Apepse + Apwpsw + Cpp (4.74)
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kde
Apn = AgnDpn (4.75)
Aps = —AksDps (4.76)
App = AkeDye. (4.77)
Apw = —ArkwDzu (4.78)
App = Apn + Aps + Apg + Apw (4.79)
Cpp = —(Aknlrpn + Akslrps + Arelipe + Axwlizpw) (4.80)

Jestlize uzel (P) sité tlaku lezi v sousedstvi hranice oblasti FeSeni, pak néktery z uzli {n,s,w,e}
lezi na této hranici. Pro takovy uzel je ve vyrazu (4.80) misto odpovidajici pseudorychlosti
pouzita pfimo hodnota rychlosti a odpovidajici koeficient Ap; je nulovy. Tim je zajisténo, Ze se

pfi pouziti rovnice (4.74) nebude odkazovat na hodnoty mimo oblast FeSeni.

4.3 Aplikace
4.3.1 Popis algoritmu numerického feSeni

Matematicky model v diskrétnim tvaru je soustava nelinearnich algebraickych rovnic. Hleda-
nymi veli¢inami jsou radialni rychlost u,pz, axialni rychlost u,p a tlak pg.

Pocet uzli s neznamou hodnotou je u pole radidlnich rychlosti (N, — 1) x N, + N, ., kde
N, por je pocet uzlu na sténé porézni ¢asti. Pole axialnich rychlosti ma N, x (NN, — 1) neznamych
a tlakové pole N, x N, neznamych. Celkovy pocet neznamych je tedy (N, —1) X N, + N, por +
N, x (N, —1)+ N, x N,.

Pocet rovnic, které dostaneme diskretizaci r-slozky pohybové rovnice je (V. —1) x N,. Pocet
rovnic, které dostaneme diskretizaci z-slozky pohybové rovnice je N, x (N, — 1). Pocet rovnic,
které dostaneme diskretizaci rovnice kontinuity a pfevedenim na tlakovou rovnici je N, x N,.
Dalsich N, ,,, rovnic dostaneme z okrajové podminky pro radialni rychlost kapaliny proudici
pfes porézni sténu vldkna. Celkovy pocet rovnic je tedy(N, —1) X N, + N, por + N X (N, — 1) +
N, X N, a je stejny jako pocet neznamych veli¢in. Systém rovnic je tedy principialné fesitelny.

Systém numerickych rovnic jsem zpracoval v programovacim jazyce Delphi. Zdrojovy kéd

programu je prilozen na CD.

Postup vypoctu

1. Zadani vstupnich veli¢in — Vstupnimi veli¢inami jsou pocet bodt tlakového pole v radi-

alnim sméru N,, pocet bodu tlakového pole v axidlnim sméru V., pocet iteraci tlakové
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rovnice, minimalni residuum fidicich rovnic, Reynoldsovo kritérium na vystupu Reg, bez-
rozmeérna permeabilita x, bezrozmérna délka porézni casti vlakna A a bezrozmérna délka

neporézni ¢asti vlakna Ay.

. Generace soutadnic sité — Soufadnice lze nadefinovat pfimym zadanim nebo cyklem
s prislugnou funkci, kterd mizZe definovat sit soufadnic rozdélenou stejnomérné i nestej-

nomerne.

. Vytvoreni nastrelovych hodnot — Protoze se jedna o iteracni vypocet, je nutné stanovit
nasttel cilovych veli¢in, tedy tlaku a obou rychlosti. Nastfel byl vypocten ze zjednoduse-
ného modelu uvazujiciho Poiseuilletiv tok, ktery je popsan v dodatku A. Nasttel rychlosti
u,p byl proveden z rovnic (A.25) a (A.28), rychlosti u, z rovnic (A.27) a (A.29), tlakt pp

z rovnic (A.23) a (A.30). Nastiely veli¢in se zapisuji do textovych soubort.

. Vypocet pseudorychlosti a D koeficientti — Pseudorychlosti @, a @, se pocitaji z rovnic
(4.69) a (4.72). Koeficienty Dg a Dy se pocitaji z rovnic (4.70) a (4.73). Pseudorychlosti

i D koeficienty zavisi jen na rychlostnich polich.

. Vypocet tlaku — Tlak se pocita z rovnice (4.74). Zavisi na polich pseudorychlosti 4, polich
koeficient®t D a tlakovém poli. Teoreticky by se méla tato rovnice dovést ke konvergenci,
ale vzhledem k velkym pocatecnim odchylkdm v nastielech neméa vyznam tlak prilis opra-
vovat, protoze se jedna jen o mezivypocet, ktery nevede k celkové konecné hodnoté tlaku,
ale jen k hodnoté odpovidajici aktualnim rychlostem. Je potifeba zvolit vhodny pomeér
mezi pocty vnitinich iteraci tlaku a celkovym poctem vnéjsich iteraci, aby byl vypocet co
nejrychlejsi. Tento pomeér jsem zvolil na zakladé série pokusii. Rovnice pro vypocet tlaku
se tedy nefidi podminkou ukonceni vypoctu podle konvergence nebo residua, ale provede

se predem zvolené mnozstvi iteraci.

. Vypocet rychlosti — Na zakladé opraveného tlaku se daji vypocist nové hodnoty rychlosti
z rovnic (4.68), (4.71) a okrajové podminky pro proudéni pfes porézni sténu vldkna (strana

22). Zavisi na polich pseudorychlosti @, polich koeficientt D a tlakovém poli.

. Podminky ukonceni vypoc¢tu — Podminkou ukonceni je nastavend minimalni hodnota
residua rovnice kontinuity. Residuum je rozdil levé a pravé strany fidicich rovnic s dosa-
zenymi aktualnimi hodnotami rychlosti a tlak. Toto residuum pocitame v kazdém bodé
a pokud je jeho maximéalni hodnota mensi nez hodnota zadané, vypocet se ukonci. Pokud
jesté neni dosazeno pozadované konvergence, vypocet pokracuje dal skokem na ¢islo 4.
Residua pohybovych rovnic vychéazeji daleko nizsi, proto jsem pro urychleni vypoctu po-
uzil jen podminku residua rovnice kontinuity. Po ukonceni vypoctu se vysledky zapisuji

do textovych souborii.
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Lze provadeét vice vypoctl za sebou, bez preruseni chodu programu. Vysledky se zapisuji do
samostatnych textovych souborii oznacenych ¢islem davky. Také lze vysledky minulého vypoctu
pouzit jako nastiel pro dalsi vypocet. To je vSak vyhodné jen u velmi podobnych vstupnich
hodnot.

Struktura vystupnich dat je formatu CSV, tedy text oddéleny stfednikem. Tento format je
vhodny pro néasledné zpracovani v tabulkovém kalkulatoru, naptiklad v Excelu. Prvni dva radky
tvofi parametry aktualniho vypoctu s jejich popisem. Dalsi fadek je prazdny a pak nésleduje
tabulka vyslednych hodnot tlaku nebo rychlosti. V prvnim radku tabulky je radialni souradnice
a v prvnim sloupci je axidlni soufadnice. P¥i vypoctu je pouzita dvojnasobnd presnost (Double),

ale pro zapis je pouzito jen 6 platnych cifer.
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5 Vysledky numerickych experimenta

5.1 Testy vlivu parametri vypoctu na jeho prubéh a vysledek
Vliv hustoty sité

Rozmeéry sité jsou dany hlavné pozadovanou maximalni dobou vypoctu. Provedl jsem nékolik
pokusti a nakonec jsem za rozméry sité zvolil hodnoty N, = 20 a N, = 1000. Rozsahlejsi sité
jsou jiz velmi naro¢né na vypocetni vykon pocitace a nepfinaseji jiz témér zadné zpresnéni

vysledki.

Vliv velikosti residua na presnost vgpoctu

Miniméalni residuum rovnice kontinuity jsem zvolil 107°. Odchylka od celkové latkové bilance
se u této sité a tohoto residua pohybuje kolem 0,1%. Dalsi sniZzeni hodnoty residua mélo za

nasledek vyrazné vyssi pocet iteraci, zatimco presnost vypoctu se zvysila jen minimalné.

Vliv poctu poditeract pri TeSent tlakové rovnice

Pro tuto velikost sité vychazi optimalni hodnota poc¢tu vnitinich iteraci kolem 150. Zavislost
¢asu na poctu vnitinich iteraci zpoc¢atku ptiblizné hyperbolicky klesé az do minima. Odtud c¢as
priblizné linedrné mirné stoupa. Proto je 1épe volit radéji vyssi hodnoty poc¢tu vnit¥nich iteraci
a tim se dostat radé€ji mirné za minimum nez pfed néj. Zajimavosti numerické metody je, ze

soucin poc¢tu vnitinich a vnéjsich iteraci je témétr konstantni.
Viiv délky neporézni éasti na vyvoj tlakového a rychlostnich poli
Délka neporézni ¢asti neovliviiuje proudéni v porézni ¢asti. Pii nizsich hodnotach Ay je proudéni

v neporézni ¢asti stejné jako pri vyssich hodnotach, jen je jeho vyvoj kratsi.

Ostatni konstantni vstupni parametry modelu jsou vzdy uvedeny v popisu grafu.

5.2 Vektorové rozlozeni rychlosti

Vektorové rozlozeni rychlosti je zndzornéno v nasledujicim grafu jako funkce obou bezrozmeér-
nych soutradnic.
V obrazku 8 je vynesen jen pocatek vlakna. Pro vyssi zp je radialni rychlost neporovnatelné

mensi nez rychlost axialni a vektory v podstaté splyvaji s axidlnim smérem.
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Obrazek 8: RozloZeni rychlosti na po¢atku vldkna. [Reg = 1000, k = 1075, X\ = 500, Ay = 200]

5.3 Prubéh rychlosti a tlaku

Na dalsich grafech je priubéh vSech tii nezndmych (pg, u,.p, u,p) v zavislosti na obou bezroz-

mérnych soufadnicich (rp, zp). Tuéné jsou vykresleny hodnoty vypoctené (V) a tence hodnoty
néstielové (N).

5.3.1 Tlak

0 100 200 300 400 500 600 700 zp
0,0E+0

-5,0E+5 -

-1,0E+6 -

-1,5E+6 -

-2,0E+6 - vV

-2,5E+6 -
Ps

Obrézek 9: Zavislost tlaku na axidlni soufadnici. [Regp = 1000, x = 1075 X\ = 500, Ay = 200]

Zavislost tlaku na axialni soufadnici (obr. 9) se mirné odchyluje od nasttelu. Nastfel nadhod-
nocuje tlakovou hnaci silu na poc¢atku vldkna a naopak podhodnocuje na vystupu. V neporézni
casti tlak témér linedrné klesa.

Zéavislost tlaku na radialni soutadnici je nepatrna. Hodnoty tlaku pp = pp(zp = konst.,rp)
se lisi az na Sestém platném desetinném misté. Takto nizkd odchylka mutze byt srovnatelna

s presnosti numerické metody, a proto ani neméa vyznam tento graf kreslit.
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5.3.2 Radialni rychlost
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Obrazek 10: Zavislost radialni rychlosti na radidlni soufadnici. (a) zg = 70, (b) zp = 210, (c)
zp = 350, (d) zp = 499, (e) zp = 501, (f) zp = 507, (g) zp = 534. [Reg = 1000, k = 1076,
A = 500, Ay = 200]

0

04 ]
03]
05
07
09
14

1,3 -

1,5 -

Ump

Obréazek 11: Zavislost radialni rychlosti na axialni soufadnici. (a) rg = 0,125, (b) rp = 0,375,
(c) rp = 0,625, (d) rp = 0,875. [Rep = 1000, £ = 10~%, X = 500, Ay = 200]

Zavislost radialni rychlosti na radialni souradnici (obr. 10) vykazuje maximum mezi rg = 0,8

arg = 0,85. V tomto intervalu lezi i teoretickd hodnota rp = % = 0,8165, kterou lze ziskat

40



5 VYSLEDKY NUMERICKYCH EXPERIMENTU

ze zjednoduseného modelu (viz dodatek A). Néktefi autofi (napft. [17, 6]) tuto hodnotu také
uvadéji. Zjemnovanim sité v této oblasti rg bylo zjisténo maximum pfi rg = 0,814, coz je v dobré
shodé s nastielem. Poloha maxima je nezavisla na vSech ¢tyfech vstupnich parametrech modelu
(Reg, K, A\, AN).
Po prechodu do neporézni ¢asti radialni rychlost prudce klesa, pficemz maximum se v neporézni
¢asti posunuje smérem k ose vlakna.

S axialni soutadnici (obr. 11) se radialni rychlost zvySuje, protoze roste tlakova hnaci sila.
Na zacatku neporézni ¢asti se rychlost toku pres sténu skokovité zméni na nulu a radialni

rychlosti ve vlakné prudce klesnou.

5.3.3 Axialni rychlost

uzB
—V(a)
1000 - —N(a)
1. —V (b)
900 NG
800 - —V ()
—N(c)
700 - —V(d)
—N(d)
600 - — V(e
500 - —N(e)
400 -
300 -
200 -
100 -
0 T T T T = 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 rg

Obrazek 12: Zavislost axialni rychlosti na radidlni soufadnici. (a) zg = 70, (b) z5 = 210, (c)
zp = 350, (d) zp = 490, (e) 25 = 630. [Reg = 1000, x = 1075, X\ = 500, Ay = 200]

Axiélni rychlost klesa smérem od osy ke sténé vldkna (obr. 12). V porézni ¢asti vldkna se
od néstielu dost lisi, v neporézni ¢asti jsou oba modely rovnocenné.

Axialni rychlost v porézni ¢asti roste (obr. 13) v disledku vtoku dalsi kapaliny do vlakna.
V oblasti prechodu porézni a neporézni casti vykazuje v blizkosti stény maximum, protoze po
vstupu do neporézni ¢asti se relativné vysoka rychlost pobliz stény postupné snizuje na hodnotu
odpovidajici Poiseuilleovu toku. Pobliz osy vlakna toto maximum neni, protoze zde je naopak

rychlost nizsi nez hodnota odpovidajici Poiseuilleovu toku.
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Obrazek 13: Zavislost axialni rychlosti na axialni soufadnici. (a) rp = 0,125, (b) rp = 0,375,
(¢) 75 = 0,625, (d) 5 = 0,875. [Rep = 1000, £ = 10~5, A = 500, Ay = 200]

5.4 Odchylky od Poiseuilleova toku

Profil axidlni rychlosti na vystupu z vlakna je jiz srovnatelny s nastielovou hodnotou (obr. 14),
protoze tok je zde jiz témér ustaleny. Od Poiseuilleova toku se lisi hlavné blizko stény, kde je

rychlost vyssi nez nastielova, a také u osy vlakna, kde je rychlost naopak nizsi.

U /U sy
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Obrazek 14: Zavislost poméru vystupni rychlosti ku stfedni vystupni rychlosti na radialni sou-
fadnici. (a) zgp = 1, (b) 25 = 250, (c) zp = 499, (0) Poiseuilletiv tok. [Rer = 1000, x = 1075,
A =500, \y = 200]
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Obrazek 15: Zavislost « na axialni soufadnici. (a) rp = 0,075, (b) rg = 0,175, (¢) rg = 0,275,
(d) 75 = 0,375, () rp = 0,475, (£) r5 = 0,575, (g) r5 = 0,625, (h) rp = 0,725, (i) rp = 0,825,
() 5 = 0,925, (k) 15 = 0,975, (0) o = 0. [Re = 1000, & = 1075, A = 500, Ay = 200]

Pro posouzeni odchylky vypoctenych axialnich rychlosti od Poiseuilleova toku v podél celého

vlakna (obr. 15) mizeme pouzit také veli¢inu

UzB
o= — 5.1
ZWB(I - 728) ( )

ktera vyjadiuje pomeér rychlosti v daném misté vldkna ku rychlosti odpovidajici parabolickému
profilu. Maximélni hodnota této veli¢iny vysla okolo 12% pro dané vstupni hodnoty modelu.
Vysledky vypoctt ukazuji, Ze tyto odchylky se rychle zvysuji s zvySujicim se Reg a k. Nejvyssi
kladné odchylky vychazeji u stény, kde je rychlost vyssi nez odpovida kvadratickému profilu a
u osy vlakna, kde je rychlost naopak nizsi. Odchylka v porézni ¢asti vzrista a po prechodu do

neporézni ¢asti klesa.

5.5 Vystupni tlak

Uhrnnou hnaci silou filtrace poréznim dutym vlaknem je rozdil tlakt na vnéjsi strané vldkna
a na jeho vystupnim konci. Neporézni cast vsak k objemu proslé kapaliny nepfispiva, dochézi
v ni pouze k postupnému vytvafeni rychlostniho profilu na parabolicky (k vyvoji Poiseuilleova
toku) a pfipadd na ni ¢ast tlakové ztraty v kapaliné proudici uvnitf vlakna. Existence neporézni
¢asti je sice z konstrukéniho hlediska nutna kviili uchyceni vldken do svazku a pfipojeni na

odsavaci potrubi, ale pro posouzeni vzajemného vztahu mezi objemovym pritokem a hnaci

v/
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na konci porézni ¢asti uvniti vlakna. V bezrozmérném vyjadreni to odpovida vztahu mezi Reg
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Obrazek 16: Zavislost tlaku na konci porézni ¢asti na vystupni rychlosti a permeabilité. (a)
k=10"", (b) k =107%, (c) k = 1075, (d) kK = 107*. [\ = 500, Ay = 200]

Pro nizké hodnoty permeability x se tlakova hnaci sila —pg) zvySuje linearné az do vy-
sokych hodnot Regp (obr. 16; v grafu s logaritmickymi osami dostavame piimkovou zavislost
se smérnici +1). Tento charakter zavislosti odpovida zjednodusenému modelu. Pro vyssi hod-
noty permeability zacinaji byt pfi Rerp =~ 100 vypoctené hodnoty —pp, vyssi nez hodnoty
podle zjednoduseného modelu. Moznym vysvétlenim téchto odchylek je, ze zjednoduseny mo-
del pfedpokladd vznik tlakové ztraty pouze tfenim pifi proudéni v axidlnim sméru (lokélné
podle Hagen-Poiseuilleova zékona). Pii vyssich hodnotach Rep vSak dochéazi pravdépodobné
k nezanedbatelné tlakové ztraté i vlivem sekundarniho proudéni (kapalina ztraci ¢ast své ener-
gie pfi zméné sméru proudéni z radidlniho na axiilni). Tento efekt je pfi vyssich hodnotach
permeability prekryt prevazujicim poklesem tlaku na membrané.

Tento trend je vidét i na obrazku 17, kde je vynesena zavislost tlakové hnaci sily na konci
porézni Casti —pg) na permeabilité x.

Pro danou hodnotu Reynoldsova kriteria (vystupni rychlosti) tlak na konci porézni ¢asti
zpocatku klesé s bezrozmérnou délkou A (obr. 18). Od hodnoty A &~ 500 je témétf konstantni.
Pro pomérné nizké hodnoty A probiha filtrace srovnatelnou rychlosti podél celého vldkna, a
proto pii prodlouzeni vlakna potfebujeme na dosaZeni hodnoty Rer mensi hnaci silu —ppg).
Pokud je tlakova ztrata ve vlakné v porovnani s hnaci silou na konci vldkna moc velka, filtrace
probiha jen u konce vldkna, zatimco stfedem vladkna netece témeér zadna kapalina, a proto

zvysovani délky vlakna nema vliv na vystupni pritok ani vystupni tlak.
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Obrazek 17: Zavislost tlaku na konci porézni ¢asti na permeabilité a vystupni rychlosti. (a)
Rer =1, (b) Reg = 10, (¢) Reg = 100, (d) Reg = 1000. [A = 500, Ay = 200]

Vzhledem k vyse uvedené skutecnosti 1ze hodnotu A ekonomicky optimalizovat, tedy zvolit
vhodnou délku vldken, pii které je soucet porizovacich a provoznich naklad miniméalni.

Permeabilita x vyrazné ovliviiuje zavislost tlaku na konci porézni ¢asti na délce kanélu (obr.
19). P¥i vysoké permeabilité stény kanalu je zavislost vystupniho tlaku na bezrozmérné délce

kanalu témér konstantni, protoze porézni sténa neklade velky odpor a dany objemovy priitok
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Obrazek 18: Zavislost tlaku na konci porézni ¢asti na délce kandlu a rychlosti. (a) Regp = 100,

(b) Reg = 200, (c) Reg = 400, (d) Rep = 800. [k = 1076, Ay = 100]
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Obréazek 19: Zavislost tlaku na konci porézni ¢4sti na délce kanalu a permeabilits. (a) k = 1077,
(b) K =107%, (c) kK = 107°. [Reg = 400, Ay = 100]

se nafiltruje jen u konce vldkna. P1i nizké permeabilité tlakova hnaci sila s délkou kanalu rychle

klesa, na dosazeni daného objemového priitoku je k dispozici delsi aktivni ¢ast vldkna, na které

vzniké tlakova ztrata.
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Obrazek 20: Zavislost § na délce kandlu a permeabilité. (a) k = 1077, (b) k = 107°, (c)
k = 1075, [Rep = 400, Ay = 100]

Na velikost neaktivni oblasti vlakna lze usoudit z hodnoty veli¢iny

3= PBXx — PBo (5.2)
DBx
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ktera vyjadiuje pomér poklesu tlaku po délce vlakna ku maximalni hnaci sile. Jestlize se hod-
nota této veliciny blizi jedné, pak je velkd cast vldkna neaktivni. Z obrazku 20 je vidét, ze
pro vysoké hodnoty permeability nastava tento stav jiz pii nizkych hodnotach A. Hodnoty /3
ziskané ze zjednoduseného modelu jsou podhodnocené, coz souvisi se zavislosti tlaku na axialni

soufadnici (obr. 9).

5.6 Vliv typu okrajové podminky na vystupnim konci vlakna

V polich hledanych veli¢in se na vystupu z vlakna objevuje skokovd zména na hodnoty odpo-
vidajici vyvinutému profilu, tedy okrajové podmince pro vystup. Pii vyssich hodnotach Reg je
tento skok zvlast zietelny. Toto chovéni si vysvétluji tim, Ze okrajova podminka predpokladajici
vyvinuty Poiseuilleiv tok na konci vlakna v axiadlnim sméru je prilis prisna.

Proudéni uvniti vldkna je mozno povazovat za téméf jednosmérné v axidlnim sméru [41].
Tento vyraz zhruba znamena, ze hodnota veli¢iny v urc¢itém misté zavisi jen na hodnoté pted-
chéazejici. Napriiklad c¢as je typickd jednosmérna veli¢ina, zatim co naptiklad teplota je typicka
dvousmérna veli¢ina, protoze zavisi na teplotach ve vSech okolnich bodech. Proudéni povazu-
jeme v uréitém sméru za jednosmérné, pokud v tomto sméru prevazuje sdileni hybnosti (i jiné
veli¢iny) konvekei nad difuzi. Hodnoty koeficienttt A v diskretizovanych pohybovych rovnicich
(4.31),(4.58) a rovnici kontinuity (4.74) tuto jednosmérnost problému proudéni vldknem s po-
réznimi sténami potvrzuji. Hodnoty koeficienti Ay, jsou o mnoho fadd vyssi nez Ag, proto se
okrajova podminka ustaleného Poiseuilleova toku na vystupu pii vypoctech témér neprojevi a
v poslednim bodé, ktery se v polich neméni a je dan touto okrajovou podminkou, nastava skok

z toku, ktery se jesté nestacil v neporézni ¢asti ustalit na hodnotu této okrajové podminky.

0 100 200 300 400 500 600 zp

0,0E+0
-2,0E+6 -
Vyrez
-4,0E+6 -

-6,0E+6 -

-8,0E+6 -

-1,0E+7 - \

—1. verze
— 2. verze

1,2E47 -
Ps

Obrazek 21: Prubéh tlaku u osy vldkna podle obou verzi programu
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Uz
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—1. verze
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1,0E+3 -

5,0E+2

0,0E+O T T T T T 1
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Obrazek 22: Prubéh axialni rychlosti u osy vldkna podle obou verzi programu

0 100 200 300 400 500 600 zg

-5 4 Vyfez

-10

—1. verze
-15 - — 2. verze

-20 -

Um

Obrazek 23: Priibéh maximalni radialni rychlosti podle obou verzi programu

Kvili tomuto chovani jsem vypracoval jesté druhou verzi programu, ktera na vystupu pred-

poklada profil axialni rychlosti rovnéz vyvinuty, avsak ne nutné parabolicky. Jako okrajova

podminka zde slouzi hodnota vystupniho tlaku pg. Odchylky vysledkii obou verzi programu

v porézni c¢asti vlakna jsou zanedbatelné, v neporézni ¢asti vldkna jsou vyssi, avsak stale velmi

malé. Srovnani vybranych profilii veli¢in vypoctenych obéma verzemi programu je na obrazcich

21-23. Tlak pg, pouzity jako okrajova podminka v druhé verzi programu, byl prevzat z vysledki

vypoc¢tl prvni verze programu. Srovnani je provedeno pro velmi vysokou hodnotu Rep = 4318.
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Pro nizsi hodnoty Reg, které se budou pouzivat v hlavnich vypoctech, by byl rozdil v grafech
nezobrazitelny.

Pro vétsinu vypoctu je vyhodné zadavat okrajovou podminku pro vystupni rychlost, tedy
pouzivat prvni verzi programu. Podle zadani prace je predmétem zajmu hlavné porézni cast.
Z téchto divodi byla pro vypocty pouzita prvni verze programu a ani matematicky popis druhé
verze okrajové podminky neni v této préaci blize zpracovan. Ve vyslednych polich rychlosti
zanedbavam poslednich par bodi, které mohou byt ¢astecné ovlivnény skokovou zmeénou na

konci vlakna.

49



6 ZAVER

6 Zavér

V ramci diplomové prace byla provedena literarni reserSe moznosti vyuziti dutych vladken pii
mikrofiltracich a ultrafiltracich vodnych roztoki a dale reSerse zptisobii feSeni matematického
modelu ustaleného proudéni newtonské nestlacitelné kapaliny dutym vlaknem s poréznimi sté-
nami za izotermnich podminek.

Byl vytvoren kompletni matematicky model, ktery byl feSen numerickou metodou kone¢nych
objemu s posunutymi sitémi. Numerickd metoda byla implementovana v programovacim jazyce
Delphi.

Vlivy jednotlivych parametri modelu byly pomoci tohoto programu numericky ovéreny
a ziskané vysledky byly porovnany s nastfelovymi hodnotami ziskanymi ze zjednoduseného

modelu (dodatek A). Vysledky jsou déle diskutovany.

Trendy zavislosti

Pti zvySovani Reynoldsova kritéria na vytoku z vlakna se zvysuji rychlosti ve vlakneé i tlakova
hnaci sila.

Bezrozmérna permeabilita x a bezrozmérna délka porézni ¢asti A maji vliv na vyskyt ne-
aktivnich oblasti ve vldkné. Pti nizké permeabilité a kratkém vldknu probiha filtrace v celém
vldkné. Pii vysSich hodnotach x a A vznik& postupné uprostied vlakna neaktivni ¢ast, kde
filtrace témér neprobiha a zvySovani A\ prestava mit vliv na vykon filtrace.

Bezrozmeérna délka neporézni ¢asti vldkna Ay neovliviiuje proudéni v porézni ani neporézni

casti. Hodnota Ay pouze urcuje miru ustéaleni toku kapaliny pfed vytokem.

Srovnant modeli a zjednodusujict predpoklady

Jediny analyticky model, se kterym se daji vysledky porovnavat, je zjednoduseny model z do-
datku A, tedy model z ¢lankt [17, 4, 5, 6]. Ostatni autofi predpokladaji vzdy filtraci s nenulovou
vstupni rychlosti tekutiny na zacatku vladkna, na které jsou zavislé vSechny rovnice (viz napf.
(2.7)—(2.9)). Pti dead-end filtraci je vstupni rychlost nulova (kapalina vstupuje pouze pfes po-
rézni sténu), a proto se s nimi tento model neda porovnévat. Porovnéani vysledki této préce
s numerickymi metodami uvedenymi v literatuie by vyzadovalo provést implementaci téchto
metod na pocitaci, coz uz presahovalo ramec této diplomové prace.

Ze srovnani s modelem z dodatku lze odvodit nékolik zjednoduseni. Zavislost tlaku na
radialni soufadnici je zanedbatelnd. Nebyla zjisténa zadna kombinace vstupnich parametri,
pri kterych by se vyskytla vyraznéjsi zména tlaku v radidlnim sméru. Derivace tlaku podle z
vychazi vidy nejméné o dva rady vyssi nez derivace tlaku podle r. Zanedbanim zavislosti tlaku

na radialni soutadnici by bylo mozné vypocet urychlit, aniz by byl ovlivnén vysledek.
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Model z dodatku A je docela dobfe pouzitelny v pripadé nizké permeability a v pripadé
nizkého vystupniho Reynoldsova kriteria. Pro chemicko-inzenyrské vypocty lze za téchto pod-
minek vyuzit zjednoduseny model. V ptipadé vyssich hodnot Rep nebo k lze zjednoduseny

model pouzit jen jako hruby odhad.

Probléemy s vystupni okrajovou podminkou

Vystupni okrajova podminka pro axialni rychlost, kterad predpokladd vyvinuty Poiseuilletiv
tok, je splnéna jen priblizné, protoze profil axidlni rychlosti se na délce neporézni ¢asti nestaci
vyvinout na plné parabolicky. Pti jejim uziti byl zjistén nerealny skok rychlosti i tlaku v posledni
fadé bodu pred vytokem z vldkna. Zda se, Ze tuto podminku je vhodnéjsi nahradit podminkou

zadaného tlaku na vytoku.

Navrh navazujicich pract

V navazujicich pracich by mély byt experimentalné ovéreny vysledky této prace. Déle lze také
tuto praci pouzit jako vychozi pro modelovani mikrofiltrace a ultrafiltrace v dutych vlaknech,
kde dalsim parametrem bude proménny odpor stény vlakna v zavislosti na nartstajicim filtrac-

nim kolAadi.
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A ZJEDNODUSENY MODEL

A Zjednoduseny model

V pracich [17, 4, 5, 6] je popsén zjednoduseny model proudéni kapaliny dutym vldknem s po-
réznimi sténami. Pokud je mi zndmo, prace [4] je jedina studie, ktera fesi problém ve stejné
geometrii (odtok obéma konci vldkna, ale bez neporézni ¢asti), jakou jsem pouzil v této diplo-
mové praci. V tomto dodatku je tento zjednoduseny model struéné odvozen a poté preveden

do bezrozmérného tvaru, ktery pouziva bezrozmérné veli¢iny zavedené v casti 3.3.

A.1 Predpoklady reseni a geometrie systému

Zakladni predpoklady zjednoduseného modelu jsou stejné jako v oddile 3.1: ustalené laminarni
izotermni proudéni nestlacitelné newtonské kapaliny dutym vldknem s homogenné poréznimi
sténami. Vlakno ma délku 2L a je porézni po celé délce. Kapalina vtéka pres porézni sténu
dovniti vlakna a odvadi se stejnym dilem obéma konci. Staci tedy uvazovat jen polovinu vldkna,
od stiredu k jednomu z koncii.

V modelu jsou déle pouzita tato zjednoduseni:

e Profil axialni slozky rychlosti je v kazdém prurezu vldkna parabolicky a vztah mezi tla-
kovym spaddem dp/dz a objemovym pritokem @) je din Hagen-Poiseuilleovym zdkonem.

Velikost pritoku () je vsak po délce vlakna proménna.

e Radidlni zmény tlaku jsou zanedbatelné.

A.2 Rozmérovy tvar
A.2.1 Objemova bilance kapaliny

Objemovy pritok () kapaliny uvniti vlakna v axidlnim sméru se na délce dz zvysi o objem

kapaliny protekly porézni sténou

Q(z+dz) = Q(2) + J2rRdz (A.1)
dQ
o =2nRJ (A.2)

kde J je rychlost toku porézni sténou vldkna. Podle Hagen-Poiseuilleova zakona je

TR dp

Rychlost toku kapaliny sténou vlakna vyjadiime Darcyho zdkonem pro tok poréznim prostiedim

J = %(pp —p) (A.4)
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kde K je permeabilita porézni stény vladkna, p je dynamické viskozita protékajici kapaliny, pg

je tlak na vnéjsi strané vldkna a p je lokdlni hodnota tlaku uvnit¥ vldkna. Ze vztaht (A.3) a

(A.4) dosadime do (A.2) a dostaneme

d?p 16K
Lz = er )
Okrajové podminky jsou:
Q(z=0) =
takze podle vztahu (A.3) také
dp
L0 =0
., z=0)
a
p(z=L)=psL

Reseni linearni diferencidlni rovnice (A.5) s okrajovymi podminkami (A.7) a (A.8) je

cosh(az/L)
p=pr— (pr pL)W
kde bezrozmérny parametr
4L | K
a=—y|=
R\ R
Prvni derivace tlaku je
dp a sinh(az/L)
dz (pr pL)L cosh(a)

Kombinaci vztaht (A.3) a (A.11) dostaneme objemovy pritok vldknem

TR o sinh(az/L)

Qz) = WZ(W —rr) cosh(a)

jehoz derivace podle z je

0Q 7R (o)’ cosh(az/L)
9z 8u (E) (pr =pr) cosh(a)

Prttok na konci vldkna je
4
QL= %%(Z)F — pr) tanh()

A.2.2 Vypocet radialni slozky rychlosti z rovnice kontinuity

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

Podle predpokladu je profil axialni slozky rychlosti parabolicky podle Hagen-Poiseuilleova za-

kona
_2Q

T TR?

2
Uy = U 1- (=
z zm(zm[ <R>

()

r
1— (=
(7

(A.15)
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Rovnice kontinuity pro axialné symetrické proudéni je

19(rur) | Ou,

pr— A.-l
r Or 0z 0 (A-16)

Z rovnice (A.16) a vztahu (A.15) dostaneme

(ru,) ou, 2 0Q 3
_ — = T (e Al
or "oz TR0z | R (A17)
Integraci v mezich od 0 do r dostaneme
0oQ 1 r r?
- (1= Al
T T 9 7RR ( 232) (A.18)

A.3 Bezrozmérny tvar

Vztahy (A.9), (A.15) a (A.18) prevedeme na bezrozmérny tvar s pouzitim bezrozmérnych velic¢in

definovanych v c¢asti 3.3

AL |K
QL == 7TR2UZL = %R(?L (AQO)

Z rovnice (A.14) vyjadiime
8uLQr cosh(a)

—pL = A21
PP PL= TR sinh(a) (A.21)
a dosadime do (A.9). Dostaneme pro tlak
8uLQy cosh(az/L)
= prp — A.22
P=Pr="Ria sinh (o) ( )
a pro bezrozmeérny tlak
R%*(p — R h(4
pB — Q (p2 pF) — _ eL C?S ( \/EZB) (A23)
i VE sinh(44/k\)
Z (A.18), (A.13) a (A.21) dostaneme pro radialni slozku rychlosti
o cosh(az/L) r 1/r\’
.= — —|11—-=1|= A24
B 7RL " sinh(a) R 2 <R> ( )

a bezrozmérnou radialni slozku rychlosti

UTQR = —2\/ER€L

Urp =
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Z (A.15), (A.12) a (A.21) dostaneme axialni slozku rychlosti

2Q), sinh(az/L) r\?
.= 1—(= A.26
U T IR sinh(a) R (4.26)
a bezrozmérnou axialni slozku rychlosti
inh(4
oy — u,0R _ sinh(4v/kzp) (1—12) (A.27)

L sinh(4y/k\)

Pro neporézni oblast zg > A, kde jiz pfedpoklddame neproménny plné vyvinuty parabolicky

profil | plati

u,p = Rep(1—1r%) (A.29)
pB = p(\) —4Rer (25 — \) (A.30)

Vztahy (A.25), (A.27) a (A.23) byly v programu pouzity pro generovani nastielti poli v porézni
¢asti vlakna. Pro neporézni ¢ast byly pouzity vztahy (A.28), (A.29) a (A.30).
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SEZNAM SYMBOLU

Seznam symboli

A, B,C,D koeficienty v diskretizovanych rovnicich

g
K
J
L

b{

N

=

PE

Pr

UzE

>

gravitacni zrychleni

permeabilita stény vldkna

rychlost toku pres porézni sténu

polovi¢ni délka porézni ¢asti vlakna

délka neporézniho konce vlakna

pocet uzla zakladni sité pp v radidlnim sméru
pocet uzli zakladni sité pp v axidlnim smeéru
tlak uvnitt vldkna (proménny s mistem)

tlak na vytokovém konci vldkna

tlak na vnéjsi (nastiikové) strané vlakna
objemovy prutok

radialni souradnice

vnitini polomér vldkna

bezrozmérna rychlost na vystupnim konci vldkna
cas

vektor rychlosti nebo jeho slozky

stfedni hodnota wu,

stfedni hodnota u, na vystupnim konci vlakna
pseudorychlost

objemovy pritok

axialni souradnice

Pa
Pa

Pa

61



SEZNAM SYMBOLU

Recka pismena:

« bezrozmérny parametr zjednoduseného modelu -

K bezrozmérna permeabilita stény vlakna -

A bezrozmeérna délka porézni casti vlakna -

AN bezrozmérna délka neporézni casti vlakna -

1 dynamicka viskozita kapaliny Pa.s

0 hustota kapaliny kg.m~3

0 tecna soutadnice rad

73, T tenzor napéti nebo jeho slozky Pa

w kontrolni objem -

Q oblast Teseni -
Indexy:

B bezrozmérna velicina

K rovnice kontinuity

P tlakova rovnice

r radialni slozka

R r-slozka pohybové rovnice

z axialni slozka

Z z-slozka pohybové rovnice

0 tecna slozka

N,S,WE.P oznaceni sousednich bodi stejné sité

n,s,w,e,ne,nw,sw,sw oznaceni stfedi hran a rohii kontrolnich objemi

max maximalni hodnota
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